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Resumo
Sousa, Kerlles Rafael Pereira, Ana´lise de Tenso˜es em Placas Finas de Materiais Compo´sitos
sob Carregamento Dinaˆmico usando o Me´todo dos Elementos de Contorno. Campinas, 2009.
Dissertac¸a˜o de Mestrado, Faculdade de Engenharia Mecaˆnica, Universidade Estadual de
Campinas.
Este trabalho apresenta uma formulac¸a˜o dinaˆmica do me´todo dos elementos de contorno
para o ca´lculo de tenso˜es e crite´rio de falhas de placas finas aniso´tropicas. As formulac¸o˜es
utilizam soluc¸o˜es fundamentais da elasto-esta´tica e os termos de ine´rcia sa˜o tratados como
forc¸as de corpo. As integrais de domı´nio provenientes de forc¸as de corpo sa˜o transformadas
em integrais de contorno usando o me´todo da integrac¸a˜o radial (RIM). No RIM, a func¸a˜o
de aproximac¸a˜o ”thin plate spline”de placas finas e´ usada na aproximac¸a˜o das forc¸as de
corpo. Sa˜o implementados formulac¸o˜es para ana´lise transiente de placas finas. A integrac¸a˜o
no tempo e´ realizada usando o me´todo de Houbolt. Uma equac¸a˜o integral para a segunda
derivada de deslocamento e´ desenvolvida e todas as derivadas da soluc¸a˜o fundamental sa˜o
calculadas analiticamente. Apenas o contorno e´ discretizado. Os resultados nume´ricos ap-
resentaram boa concordaˆncia com os resultados dispon´ıveis na literatura e tambe´m com
resultados do me´todo dos elementos finitos.
Palavras chaves : Me´todos dos elementos de contorno, me´todo da integrac¸a˜o radial, placas,
materiais compo´sitos, dinaˆmica de placas, ana´lise de tenso˜es e crite´rios de falhas.
vii
Abstract
Sousa, Kerlles Rafael Pereira, Analysis of Stress in thin Plates of Composite Materials
under Dynamic Load using the Boundary Element Method. Campinas, 2009. Master Thesis,
Faculty of Mechanical Engineering, University of Campinas.
This work presents a dynamic formulation of the boundary element method for stress
and failure criterion analyses of anisotropic thin plates. Formulations use elastostatic funda-
mental solutions and inertia terms are treated as body forces. Domain integrals that come
from body forces are transformed into boundary integrals using the radial integration method
(RIM). In the RIM, the augmented thin plate spline is used as the aproximation function. A
formulation for transient analysis is implemented. The time integration is carried out using
the Houbolt method. Integral equations for the second derivatives of deflection are developed
and all derivatives of fundamental solutions are computed analitically. Only the boundary is
discretized in the formulation. Numerical results show good agreement with results available
in literature as well as finite element results.
Key words: Boundary element method, radial integration method, plates, composite
materials, dynamic of plates, stress analyses and failure criterion.
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1 Introduc¸a˜o
O presente trabalho trata de quatro assuntos: os materiais compo´sitos, as placas, ana´lise
de falhas e o me´todo dos elementos de contorno. A seguir sa˜o apresentadas as razo˜es para a
escolha desses quatro assuntos como objeto de estudo, bem como um pouco de sua histo´ria.
1.1 Motivac¸a˜o
Uma ana´lise estrutural completa deve levar em conta na˜o somente as deformac¸o˜es, assim
como, as falhas e danos na estrutura. A falha de um material compo´sito geralmente se inicia
muito antes de qualquer mudanc¸a macrosco´pica no comportamento da estrutura. Em geral, a
falha ocorre de quatro modos principais (AGARWAL; BROUTMAN, 1990): (1) quebra da fibra,
(2) nucleac¸a˜o e coalescimento de trincas na matriz (trincamento da matriz), (3) separac¸a˜o
das fibras da matriz (deslocamento das fibras) e (4) separac¸a˜o das laˆminas uma das outras
(delaminac¸a˜o). A falha pode ser gerada tanto por carregamentos esta´ticos como dinaˆmicos.
De fato, falhas causadas por carregamentos dinaˆmicos sa˜o comuns devido a`s aplicac¸o˜es t´ıpicas
de materiais compo´sitos, principalmente nas indu´strias aerona´uticas e aeroespaciais. Por
exemplo: fuselagem, tanques de combust´ıveis, asas e as outras estruturas esta˜o sujeitas
a`s cargas aerodinaˆmicas transientes e tambe´m ao impacto de pa´ssaros e outros detritos.
Particularmente, aos impactos considerados de baixa velocidade (onde na˜o ha´ penetrac¸a˜o do
proje´ctil na estrutura).
Raramente os danos causados pelo impacto de baixa velocidade sa˜o detectados a o-
lhos nus. Uma vez que eles podem na˜o ser encontrados, os danos causados por impactos de
baixa velocidade em materiais compo´sitos sa˜o considerados potencialmente perigosos. Em
geral, o trincamento da matriz e a quebra da fibra sa˜o os danos iniciais que precedem a
delaminac¸a˜o. A rigidez do material danificado e, consequentemente, da estrutura pode ser
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significativamente reduzida pelos danos. Esta perda de rigidez pode, ate´ mesmo, causar uma
falha catastro´fica. Por estes motivos, torna-se importante o desenvolvimento de ferramen-
tas que possibilitem ana´lises de estruturas de materiais compo´sitos sob impactos de baixa
velocidade.
1.2 Considerac¸o˜es sobre materiais compo´sitos
O material composto (ou compo´sito) permite ao engenheiro, ate´ certo ponto, criar um
novo material, enfatizando certas caracter´ısticas deseja´veis, enquanto minimiza outras inde-
seja´veis, por meio da combinac¸a˜o de componentes. Uma gama bastante ampla de aspectos de
comportamento do material pode ser manipulada no projeto de um composto, e efetivamente
e´, como por exemplo:
• resisteˆncia esta´tica e a` fadiga;
• rigidez;
• resisteˆncia a` corrosa˜o;
• reduc¸a˜o a` abrasa˜o;
• reduc¸a˜o de peso;
• capacidade de trabalho a alta e baixa temperatura;
• isolamento ou condutividade te´rmica, ele´trica ou acu´stica;
• dureza, ductilidade
• apareˆncia este´tica
Embora o desenvolvimento e uso de materiais compostos seja considerado um evento re-
cente, do se´culo XX, a ide´ia de combinar intimamente diferentes tipos de materiais e´ aparente-
mente ta˜o antiga quanto a civilizac¸a˜o. Como relatado no livro do Eˆxodo, ja´ os eg´ıpicios
antigos, do segundo mileˆnio antes de Cristo, embora utilizassem pedra para a construc¸a˜o
dos monumentos que deveriam desafiar o tempo, usavam em todas as demais construc¸o˜es
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urbanas um tipo de tijolo constru´ıdo por barro reforc¸ado por palha vegetal picotada. Tem-se
todos os ingredientes dos modernos compostos: o barro, o material barato, fa´cil de produzir,
de moldar, pore´m de caracter´ısticas mecaˆnicas pobres, e a palha, o material fibroso mais
resistente, encarregado de manter o barro agregado e de adicionar resisteˆncia a ele.
Os compo´sitos avanc¸ados sa˜o obtidos pela combinac¸a˜o de materiais com diferentes
caracter´ısticas f´ısico-qu´ımicas e mecaˆnicas e pela utilizac¸a˜o de diferentes processos de ma-
nufatura. O desenvolvimento destes materiais ainda exige muito trabalho de pesquisa. A
crescente utilizac¸a˜o dos compo´sitos estruturais tem estimulado a formac¸a˜o de recursos hu-
manos cada vez mais capacitados, de modo a atingir com eˆxito os desafios da obtenc¸a˜o de
componentes com func¸o˜es mu´ltiplas.
A ana´lise nume´rica dos danos causados por impactos de baixa velocidade tem sido
feita principalmente pelo me´todo dos elementos finitos (MEF). Lakshminarayana e Murthy
(1984) e Luo, Green e Morrison (1999) fizeram uma ana´lise dinaˆmica de uma estrutura
usando um programa comercial para prever danos causados no material sem considerar a
falha progressiva na ana´lise. Zhao e Cho (2006) analisaram o in´ıcio dos danos em uma casca
de material compo´sito usando elementos so´lidos de 8 no´s. Ganapathy e Rao (1998) analisaram
o dano causado em um laminado curvo usando um elemento de casca de dupla curvatura de 48
graus de liberdade. Li et al. (2002a, 2002b) apresentaram um modelo nume´rico para simular
o processo de impacto de baixa velocidade baseado em um elemento de placa de Mindlin
de 9 no´s. Em levantamentos bibliogra´ficos realizados, na˜o foram encontrados na literatura
nenhum artigo onde o dano causado pelo impacto de baixa velocidade tenha sido analisado
usando o me´todo dos elementos de contorno (MEC). Entretanto, algumas caracter´ısticas do
MEC o torna atrativo para esta ana´lise como, por exemplo, sua alta taxa de convergeˆncia
na ana´lise de problemas de alto gradientes, que e´ o caso da propagac¸a˜o de ondas surgidas
devido ao impacto.
O nu´mero de trabalhos que analisaram os danos causados pelos impactos de baixa
velocidade e´ significante na literatura, por exemplo: Zhao e Cho (2006), Li et al. (2002a,
2002b), Ganapathy e Rao (1998), Luo, Green e Morrison (1999) e Lakshminarayana e Murthy
(1984).
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1.3 Considerac¸o˜es sobre placas
A adoc¸a˜o de hipo´teses simplificadoras, visando analisar a placa como um elemento bidi-
mensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento geral desta superf´ıcie
estrutural. Kirchhoff (1850) estabeleceu as hipo´teses fundamentais da teoria de placas fi-
nas, derivando a expressa˜o da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando o
princ´ıpio dos trabalhos virtuais para obter uma equac¸a˜o diferencial, onde a rigidez a flexa˜o
foi definida em termos do mo´dulo de Young e coeficiente de Poisson. Adicionalmente, ele
percebeu que as treˆs condic¸o˜es de contorno naturais propostas por Poisson (1829) na˜o eram
compat´ıveis com a natureza de quarta ordem da equac¸a˜o diferencial obtida e mostrou que
estas poderiam ser reduzidas a duas condic¸o˜es de contorno naturais. Esta teoria na˜o leva em
conta o efeito da deformac¸a˜o pelo esforc¸o cortante, assumindo-se que retas normais ao plano
me´dio da placa permanecem normais apo´s a deformac¸a˜o. As hipo´teses apresentadas por
Kirchhoff resultaram em uma equac¸a˜o diferencial de quarta ordem, na qual o deslocamento
e´ dado em func¸a˜o de duas coordenadas no plano me´dio da placa. Esta equac¸a˜o pode ser
uma eficiente representac¸a˜o do comportamento de placas finas para pequenos deslocamen-
tos, apresentando boa precisa˜o de resultados para uma grande variedade de carregamentos
e geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff na˜o apresenta bons resultados
quando sa˜o analisadas placas de maior espessura. Mindlin (1951) formulou uma teoria para
analisar placas moderadamente espessas onde, assumindo-se que as distorc¸o˜es que ocorrem
na espessura sa˜o constantes, as tenso˜es sa˜o obtidas a partir da geometria imposta para as
deformac¸o˜es. O sistema de equac¸o˜es diferenciais obtido e´ de sexta ordem e tambe´m satis-
faz as treˆs condic¸o˜es de contorno requeridas. As formulac¸o˜es apresentadas por Kirchhoff e
Mindlin podem ser consideradas como expressivas contribuic¸o˜es para o aprimoramento da
teoria bidimensional de placas.
1.4 Falhas mecaˆnicas em materiais compo´sitos
As teorias de falha sa˜o fundamentais para a determinac¸a˜o de crite´rios para a previsa˜o
da falha de um determinado material frente a um estado bi ou tridimensional de tenso˜es.
Quando o estado de tenso˜es for unidimensional, o simples crite´rio de controlar o valor da
tensa˜o para que na˜o ultrapasse a tensa˜o de escoamento ou de ruptura do material e´ suficiente
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para se determinar a falha. No entanto, um estado complexo de tenso˜es exige teorias pro´prias
para o tipo de material.
A formulac¸a˜o desenvolvida, neste trabalho, e´ aplicada no ca´lculo de tenso˜es e desloca-
mentos de estruturas planas de materiais compo´sitos laminados submetidos a cargas transver-
sais ao plano da estrutura. Sera˜o estudados, neste trabalho, os crite´rios de falha para mate-
riais compo´sitos, abordando o crite´rio quadra´tico de Tsai e Wu (1971).
1.5 Ana´lise de placas anisotro´picas pelo me´todo dos
elementos de contorno
A motivac¸a˜o para o desenvolvimento de uma formulac¸a˜o de elementos de contorno para
ana´lise do comportamento mecaˆnico dos materiais compo´sitos adve´m da crescente utilizac¸a˜o
desses materiais devido a`s suas excelentes propriedades mecaˆnicas. O me´todo dos elementos
de contorno vem sendo desenvolvido ha´ va´rias de´cadas e atrave´s dos anos se consolidando
como uma ferramenta de ana´lise computacional extremamente u´til em va´rias disciplinas de
engenharia. Entretanto, a ana´lise de problemas de materiais anisotro´picos usando o me´todo
dos elementos de contorno ainda demanda muita pesquisa. Neste trabalho, sa˜o apresentadas
formulac¸o˜es do me´todo dos elementos de contorno para ana´lise dinaˆmica de tenso˜es e crite´rios
de falhas em placas finas de materiais compo´sitos laminados. Na˜o foi encontrado na literatura
qualquer trabalho que faz a ana´lise de tenso˜es de placas anisotro´picas sob carregamento
dinaˆmico. A precisa˜o dos resultados nume´ricos apresentados no presente trabalho e´ analisada
pela comparac¸a˜o com resultados nume´ricos obtidos na literatura e com resultados nume´ricos
obtidos usando-se o me´todo dos elementos finitos.
As formulac¸o˜es de elementos de contorno teˆm sido aplicadas a problemas de flexa˜o em
placas anisotro´picas, considerando a teoria de Kirchhoff, bem como teorias de placas de-
forma´veis ao cisalhamento. Shi e Bezine (1990) apresentam uma ana´lise por elementos de
contorno de problemas de flexa˜o de placa usando a soluc¸a˜o fundamental proposta por Wu e
Altiero (1981) baseadas nos pressupostos de flexa˜o da placa de Kirchhoff. Rajamohan e Raa-
machandran (1999) propuseram uma formulac¸a˜o na qual as singularidades sa˜o evitadas por
pontos fontes colocados fora do domı´nio. Paiva, Sollero e Albuquerque (2003) apresentaram
um tratamento anal´ıtico para integrais singulares e hipersingulares da formulac¸a˜o proposta
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por Shi e Bezine (1990). Placas deforma´veis por cisalhamento tem sido analisadas usando
o me´todo dos elementos de contorno por Wang e Schweizerhof (1996), Wang e Schweizerhof
(1997) com a soluc¸a˜o fundamental proposta por Wang e Schweizerhof (1995).
No me´todo dos elementos de contorno para flexa˜o de placas, a presenc¸a de forc¸as dis-
tribu´ıdas no domı´nio fazem aparecer na formulac¸a˜o as integrais de domı´nio. Com o ob-
jetivo de resolver estas integrais, o esquema de integrac¸a˜o por ce´lulas pode dar resultados
precisos, como demonstrado por Shi e Bezine (1990) para problemas de flexa˜o em placas
anisotro´picas. Contudo, a discretizac¸a˜o do domı´nio em ce´lulas reduz uma das principais van-
tagens do me´todo dos elementos de contorno que e´ a discretizac¸a˜o somente do contorno. Uma
alternativa para este procedimento foi apresentada por Rajamohan e Raamachandran (1999)
que propuseram o uso de soluc¸o˜es particulares para aproximar a discretizac¸a˜o do domı´nio.
Entretanto, o uso de soluc¸o˜es particulares requer a busca de uma func¸a˜o que satisfac¸a a
equac¸a˜o governante. Dependendo do qua˜o complexa seja a equac¸a˜o governante, esta func¸a˜o
pode ser dif´ıcil de ser encontrada.
Neste trabalho, integrais de domı´nio devido a cargas distribu´ıdas sa˜o transformadas em
integrais de contorno pelo me´todo da integrac¸a˜o radial. Este me´todo foi inicialmente apre-
sentado por Venturini (1988) para problemas de flexa˜o em placas isotro´picas. Recentemente,
Gao (2002) estendeu o me´todo para problemas de elasticidade isotro´pica tridimensional e
Albuquerque et al. (2006) para placa de Kirchhoff anisotro´pica.
1.6 Descric¸a˜o do presente trabalho
O presente trabalho e´ disposto de 7 cap´ıtulos.
No Cap´ıtulo 2 e´ apresentada uma classificac¸a˜o dos compo´sitos quanto a` sua forma e
uma visa˜o geral sobre suas caracter´ısticas, tais como: composic¸a˜o, interesse e aplicac¸o˜es.
Ale´m disso, e´ discutida a ana´lise e crite´rios de falhas de materiais compo´sitos.
No Cap´ıtulo 3 sa˜o apresentados algumas considerac¸o˜es em que se baseiam as teorias de
placas finas. Sera´ obtida a equac¸a˜o de equil´ıbrio de placas finas em termos da deflexa˜o.
No Cap´ıtulo 4 a formulac¸a˜o de elementos de contorno e´ apresentada de forma detalhada.
Sera´ apresentada a obtenc¸a˜o da equac¸a˜o integral de contorno. Tambe´m sera´ apresentada a
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obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o fundamental anisotro´pica, tratamento de integrais ana´liticas e nume´ricas
e os tipos de elementos de contorno usados.
No Cap´ıtulo 5 sa˜o apresentadas duas formulac¸o˜es para o tratamento de integrais de
domı´nio na formulac¸a˜o de elementos de contorno. A primeira faz a transformac¸a˜o exata da
integral de domı´nio proveniente da carga distribu´ıda em integral de contorno. A segunda
transforma a integral de domı´nio proveniente do termo de ine´rcia em integrais de contorno
usando-se o me´todo da integrac¸a˜o radial.
No Cap´ıtulo 6 sa˜o apresentados alguns resultados nume´ricos obtidos com as rotinas
implementadas. O momento fletor e´ calculado para va´rios instantes de tempo.
Por fim, no Cap´ıtulo 7 sa˜o apresentadas as considerac¸o˜es finais e concluso˜es obtidas
atrave´s da ana´lise dos resultados apresentados nesta dissertac¸a˜o.
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2 Ana´lise de Falhas em Materiais
Compo´sitos
2.1 Definic¸a˜o
Um material compo´sito (ou composto) e´ formado pela unia˜o de dois materiais de na-
turezas diferentes, resultando em um material de performance superior a`quela de seus com-
ponentes tomados separadamente. O material resultante e´ um arranjo de fibras, cont´ınuas ou
na˜o, de um material resistente (reforc¸o) que sa˜o impregnados em uma matriz de resisteˆncia
mecaˆnica inferior as fibras. Apo´s de´cadas de uso restrito em alguns setores da indu´stria, como
na a´rea de mı´ssies, foguetes e aeronaves de geometrias complexas, os compo´sitos polime´ricos
estruturais, tambe´m denominados avanc¸ados, teˆm ampliado a sua utilizac¸a˜o em diferentes se-
tores da indu´stria moderna, com um crescimento de uso de 5% ao ano (REZENDE; BOTELHO,
2000). Atualmente, a utilizac¸a˜o de estruturas de alto desempenho e com baixo peso tem sido
buscada tambe´m nas indu´strias automotiva, esportiva, de construc¸a˜o civil, entre outras.
2.2 Interesse dos materiais compo´sitos
O interesse dos materiais compo´sitos esta´ ligado a dois fatores: econoˆmico e de desem-
penho. O fator econoˆmico vem do fato do material composto ser muito mais leve que os
materiais meta´licos, o que implica numa economia de combust´ıvel e consequentemente, num
aumento de carga u´til (vantagens especiais nas a´reas aerona´utica e aeroespacial). A reduc¸a˜o
na massa total do produto pode chegar a 30% ou mais, em func¸a˜o da aplicac¸a˜o dada ao
material compo´sito. O custo de fabricac¸a˜o de algumas pec¸as em material compo´sito pode ser
tambe´m sens´ıvelmente menor se comparado com os materiais meta´licos. O fator performance
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esta´ ligado a` procura por um melhor desempenho de componentes estruturais, sobretudo no
que diz respeito as caracter´ısticas mecaˆnicas (resisteˆncia a` ruptura, resisteˆncia a` ambientes
agressivos, etc.). O cara´ter anisotro´pico dos materiais compo´sitos e´ o fator primordial para
a obtenc¸a˜o das propriedades mecaˆnicas requeridas pelo componente. A leveza, juntamente
com as excelentes caracter´ısticas mecaˆnicas, faz com que os materiais compo´sitos sejam cada
vez mais utilizados dentro de atividades esportivas.
2.3 Aplicac¸o˜es dos materiais compo´sitos
A aplicac¸a˜o dos materiais compo´sitos na a´rea aerona´utica surgiu devido a` necessidade
de estruturas de alto desempenho e baixo peso. Atualmente, uma grande variedade de pec¸as
em materiais compo´sitos pode ser encontrada nos avio˜es (Figura 1) em substituic¸a˜o aos
materiais meta´licos: fuselagem, spoilers, portas de trem de aterrissagem, portas internas,
etc.
Figura 1: EMB 170 - Vista explodida mostrando va´rios componentes em compo´sitos
polime´ricos avanc¸ados. Cre´dito: Portal Embraer.
Em muitos destes componentes, sua concepc¸a˜o foge da definic¸a˜o dada inicialmente
para materiais compo´sitos, pois nestes casos os componentes sa˜o fabricados normalmente
por placas de baixa densidade, contra-placadas por placas finas de alta resisteˆncia. Esta
configurac¸a˜o normalmente e´ dita sandu´ıche. De uma forma mais ampla, estas configurac¸o˜es
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sa˜o tambe´m consideradas materiais compo´sitos, pois combinam diferentes materiais. Den-
tro da a´rea aerona´utica, os helico´pteros possuem tambe´m va´rios componentes em material
compo´sito: pa´s da he´lice principal, he´lice traseira, a´rvore de transmissa˜o, fuselagem, etc.
A utilizac¸a˜o dos materiais compo´sitos dentro da indu´stria automobil´ıstica e´ bem mais
recente do que na a´rea aerona´utica. Inicialmente, eram produzidos somente parachoques
e tetos de automo´veis. Atualmente, o material compo´sito e´ utilizado para a fabricac¸a˜o
de capots, carters de o´leo, colunas de direc¸a˜o, a´rvores de transmissa˜o, molas laminadas,
paine´is, etc. Uma das grandes vantagens trazidas para o meio automobil´ıstico pelos materiais
compo´sitos e´, ale´m da reduc¸a˜o do peso, a facilidade em confeccionar pec¸as com superf´ıcies
complexas (Figura 2). Uma atividade esportiva noto´ria que emprega material compo´sito e´ a
Fo´rmula 1, que pode ser considerada como um laborato´rio para as inovac¸o˜es tecnolo´gicas.
Figura 2: Audi - Fibra de carbono compondo a maior parte do ve´ıculo. Cre´dito: Portal Audi
Brasil.
Em muitos casos, o que se emprega dentro dos carros de Fo´rmula 1 sera´ utilizado futura-
mente nos carros de passeio. Neste caso, o aumento da relac¸a˜o poteˆncia/peso e´ fundamental
para um bom desempenho do carro nas pistas. A configurac¸a˜o mais frequentemente utilizada
nestes carros e´ do tipo sandu´ıche que e´ utilizada para a confecc¸a˜o da carroceria.
Em praticamente todas as atividades esportivas, a reduc¸a˜o do peso esta´ diretamente
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ligada a reduc¸a˜o do tempo de execuc¸a˜o de uma prova esportiva. Como exemplo disto, pode-
mos citar: barcos a vela, skis, bicicletas, etc. Em alguns casos, o que se procura e´ a agilidade,
e a perfeic¸a˜o, como no teˆnis, com suas raquetes; no golf, com seus tacos; e no surf, com suas
pranchas.
2.4 Equac¸a˜o constitutiva do laminado
Em geral, os componentes mecaˆnicos compostos sa˜o constru´ıdos pelo empilhamento
de va´rias laˆminas, formando um laminado. A (Figura 3) mostra os elementos principais de
uma laˆmina. A direc¸a˜o das fibras define as treˆs direc¸o˜es principais de propriedades
da laˆmina, que sa˜o as direc¸o˜es tomadas como refereˆncia nas definic¸o˜es das propriedades
mecaˆnicas, tenso˜es, deformac¸o˜es e demais ca´lculos ba´sicos. A direc¸a˜o principal L e´ a
direc¸a˜o longitudinal, indicada pelo eixo L. A direc¸a˜o principal T , transversal a` fibra, e´
indicada pelo eixo T. E, a direc¸a˜o principal Z, perpendicular a` fibra, e´ indicada pelo eixo
Z.
Figura 3: Direc¸o˜es principais de propriedades mecaˆnicas em uma laˆmina.
Cada laˆmina e´ colocada com as fibras orientadas em direc¸a˜o diferente das demais. As-
sim, a ana´lise do laminado precisa ser feita por um sistema de coordenadas que, em geral,
na˜o corresponde ao sistema principal de nenhuma das laˆminas. Define-se matriz de trans-
formac¸a˜o [T ] como a matriz que exprime a rotac¸a˜o de componentes do sistema, determinado
pelo aˆngulo θ, conforme mostrado na (Figura 4). Esta rotac¸a˜o plana e´ representada por:
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Figura 4: Tenso˜es coplanares num ponto gene´rico de coordenadas P de uma laˆmina.
[T ] =
⎡
⎢⎢⎢⎣
m2 n2 2mn
n2 m2 −2mn
−mn mn m2 − n2
⎤
⎥⎥⎥⎦ (2.1)
sendo
m = cos θ (2.2)
n = sen θ (2.3)
onde θ e´ o aˆngulo entre as fibras e o sistema de refereˆncia.
Como apresentado por Agarwal e Broutman (1990), as tenso˜es em cada laˆmina pode
ser calculada a partir das deformac¸o˜es atrave´s da relac¸a˜o:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
σx
σy
τxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ =
⎡
⎢⎢⎢⎣
Q11 Q12 Q16
Q12 Q22 Q26
Q16 Q26 Q66
⎤
⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
x
y
γxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ , (2.4)
onde, a matriz
[
Q
]
e´ dada por:
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[
Q
]
= [T ]−1 [Q] [T ]−T . (2.5)
A matriz de rigidez [Q] e´ dada, em termos das constantes de engenharia por:
[Q] =
⎡
⎢⎢⎢⎣
EL
1−νLT νTL
νLT ET
1−νLT νTL
0
νLT ET
1−νLT νTL
ET
1−νLT νTL
0
0 0 GLT
⎤
⎥⎥⎥⎦ (2.6)
onde EL e ET sa˜o os mo´dulos de elasticidade nas direc¸o˜es paralela e transversal a`s fibras,
respectivamente; νLT e νTL sa˜o os valores dos coeficientes de Poisson principal e secunda´rio,
respectivamente e GLT e´ o mo´dulo de cisalhamento.
As tenso˜es nas direc¸o˜es longitudinal e transversal do reforc¸o com fibras podem ser
calculadas por:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
σL
σT
τLT
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ = [T ]
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
σx
σy
τxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (2.7)
Com estas tenso˜es calculadas em cada ponto de cada laˆmina, podem ser aplicados
crite´rios de falha para a avaliac¸a˜o da resisteˆncia da placa.
2.5 Crite´rios de falha para materiais compo´sitos
Em engenharia e, mais precisamente no projeto de ma´quinas e estruturas, o conheci-
mento do comportamento dos materiais utilizados e´ fundamental. E´ esse conhecimento que
determinara´ se um material e´ adequado ao projeto ou na˜o, se suportara´ as solicitac¸o˜es a ele
impostas e por quanto tempo suportara´.
Em geral, o comportamento de um material e´ observado e medido experimentalmente,
atrave´s de testes como o de trac¸a˜o, onde amostras padronizadas, os corpos de prova, sa˜o sub-
metidas a esforc¸os uni-axiais de trac¸a˜o para o levantamento de suas propriedades mecaˆnicas:
mo´dulos de elasticidade, tenso˜es de escoamento, limite de ruptura e raza˜o de Poisson, dentre
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outras.
A partir dessas propriedades obtidas dos testes com os corpos de prova, sa˜o aplicadas as
teorias ou crite´rios de falha para relaciona´-las ao comportamento real de pec¸as de geometria
complexa sujeitas a carregamentos compostos.
Para os materiais de comportamento isotro´pico, ou considerados como tal, alguns
crite´rios sa˜o bem conhecidos e largamente utilizados. Ja´ para os materiais compo´sitos re-
forc¸ados com fibra, cujo desenvolvimento e´ mais recente e apresentam um comportamento
anisotro´pico, os crite´rios de falha sa˜o mais complexos, envolvendo um nu´mero maior de
varia´veis.
Abaixo sera´ apresentada uma ana´lise do comportamento destes materiais e de alguns
crite´rios de falha para eles desenvolvidos.
2.5.1 Modos de falha para materiais compo´sitos
Devido a` sua constituic¸a˜o, um material compo´sito laminado, reforc¸ado com fibra, pode
falhar de diversas formas, segundo Agarwal e Broutman (1990):
• Por trincas na matriz (Figura 5), normalmente decorrente de tenso˜es transversais a`
direc¸a˜o das fibras, quando a tensa˜o da matriz e´ alta.
Figura 5: Falha por trincas na matriz
• Por descolamento interfacial (Figura 6), ou seja, um deslocamento relativo entre a
fibra e a matriz, resultante do colapso da interface entre ambas. Uma vez rompida a
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ligac¸a˜o entre fibra e matriz, a carga na˜o e´ mais transferida entre esses dois componentes,
reduzindo drasticamente a resisteˆncia do compo´sito.
Figura 6: Falha por deslocamento interfacial
• Pela delaminac¸a˜o (Figura 7), ou seja, a separac¸a˜o entre as laˆminas que formam um
laminado. E´ resultado em geral de tenso˜es na direc¸a˜o normal a`s laˆminas.
Figura 7: Falha por delaminac¸a˜o
• Pelo descolamento e ruptura das fibras (Figura 8), que e´ normalmente decorrente da
tensa˜o aplicada na direc¸a˜o das fibras, situac¸a˜o em que as fibras sa˜o as responsa´veis pela
resisteˆncia do compo´sito.
2.5.2 Crite´rios da ma´xima tensa˜o e ma´xima deformac¸a˜o
Este crite´rio parte da mesma base usada para materiais isotro´picos: a falha ocorre
quando as tenso˜es ma´ximas na direc¸a˜o das fibras ou transversalmente a`s fibras excede a
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Figura 8: Falha por quebra das fibras
respectiva resisteˆncia de trac¸a˜o ou compressa˜o de corpos de prova com as fibras ao longo do
eixo ou transversalmente a ele.
Os limites de falha para o crite´rio da ma´xima tensa˜o sa˜o dados por (VINSON; SIERKOWSKI,
1987):
σL < Xt ou σT < Yt, o que acontecer primeiro, para σL e σT > 0
|σL| > Xc e |σT | > Yc, o que acontecer primeiro, para σL e σT < 0
onde X e Y representam as tenso˜es u´ltimas ao longo e transversalmente a` direc¸a˜o das fibras,
respectivamente, e os subscritos c e t referem-se, respectivamente, a compressa˜o e trac¸a˜o.
E´ importante salientar que neste caso σL e σT sa˜o as tenso˜es ao longo das fibras e
transversalmente a elas e na˜o as tenso˜es principais como no caso isotro´pico.
Adicionalmente a uma trinca iniciada por tenso˜es normais, as camadas de compo´sito
reforc¸ados com fibras tambe´m sa˜o vulnera´veis a falhas causadas por tenso˜es de cisalhamento.
O crite´rio da ma´xima tensa˜o para cisalhamento e´ expresso por:
|τLT | < S (2.8)
onde S e´ a resisteˆncia u´ltima ao cisalhamento plano de um corpo de prova sob cisalhamento
puro e τLT e´ a tensa˜o de cisalhamento na direc¸a˜o principal do material (na˜o a ma´xima tensa˜o
de cisalhamento). De forma similar, no crite´rio da ma´xima deformac¸a˜o a falha ocorre quando
uma das condic¸o˜es abaixo na˜o e´ atendida (VINSON; SIERKOWSKI, 1987):
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εL < ε
t
L =
Xt
EL
e εT < ε
t
T =
Yt
ET
para εL e εT > 0
εL > −εcL = −XcEL e εT > −εcT = − YcET para εL e εT < 0
|γLT | < γsLT = SGLT
A Figura (9) apresenta os limites de resisteˆncia em trac¸a˜o em func¸a˜o do aˆngulo das
fibras para um laminado unidirecional de fibras de boro em matriz de resina epo´xi.
Para aˆngulos pequenos a resisteˆncia das fibras controla a falha. Entre aproximadamente
3◦ e 42◦ a falha e´ controlada pelo cisalhamento. Acima de 42◦ a falha passa a ser controlada
pela resisteˆncia da matriz. A a´rea hachureada em cinza representa a faixa em que o material
na˜o falha.
Figura 9: Limite de resisteˆncia do laminado unidirecional
Por serem simples, estes crite´rios (ma´xima tensa˜o e ma´xima deformac¸a˜o) na˜o levam
em considerac¸a˜o as interac¸o˜es entre as diferentes componentes de tensa˜o no mecanismo de
falha. Observac¸o˜es experimentais mostraram que essas interac¸o˜es podem afetar a falha do
material. Crite´rios de falha quadra´ticos, similares ao de Von Mises, podem levar em conta
essas interac¸o˜es entre as tenso˜es.
Alguns dos mais utilizados crite´rios quadra´ticos desenvolvidos sa˜o os crite´rios de Tsai-
Hill e Tsai-Wu apresentados a seguir.
17
2.5.3 Crite´rio de Tsai-Hill
Hill (1950) considerou que o crite´rio de von Mises, proposto para o in´ıcio de escoamento
em metais isotro´picos, poderia ser modificado para incluir os efeitos da anisotropia induzida
num metal inicialmente isotro´pico durante um processo de grandes deformac¸o˜es pla´sticas.
Para um estado triaxial de tenso˜es, a expressa˜o do crite´rio de von Mises e´
1
2
[
(σx − σy)2 + (σx − σz)2 + (σy − σz)2
]
+ 3
(
τ 2xy + τ
2
xz + τ
2
yz
)
= σ2EQ, (2.9)
onde σEQ e´ o valor da tensa˜o uniaxial equivalente ao estado triaxial de tenso˜es solicitado ao
material no ponto considerado. Hill modificou esse enunciado e propoˆs o seguinte crite´rio:
F (σ2 − σ3)2 + G (σ3 − σ1)2 + H (σ1 − σ2)2 + 2Lτ 223 + 2Mτ 213 + 2Nτ 212 = 1. (2.10)
Esta expressa˜o pode ser reordenada para a forma
(G + H)σ2L + (F + H)σ
2
T + (F + G)σ
2
Z (2.11)
−2HσLσT − 2GσLσZ − 2FσTσZ + 2Lτ 2TZ + 2Mτ 2LZ + 2Nτ 2LT = 1.
A igualdade a 1 indica o limiar de falha, enquanto valores menores que 1 indicam que o
material esta´ em seguranc¸a sob aquele estado de tenso˜es, nas direc¸o˜es principais do material.
Este crite´rio pode ser usado como um crite´rio de escoamento, resisteˆncia mecaˆnica ou falha,
pois estabelece um limite teo´rico para o comportamento ela´stico de um material. As seis
constantes F , G, H, L, M e N , sa˜o propriedades do material relacionadas a` sua resisteˆncia
ao escoamento em diferentes direc¸o˜es.
Tsai (1968) aplicou este crite´rio ao caso dos compo´sitos laminados, relacionando as
constantes de Hill com os valores de resisteˆncia X, Y e S das laˆminas. Observa-se que
quando atuam somente tenso˜es de cisalhamento, a falha ocorre quando τLT atinge um valor
S. Da equac¸a˜o (2.11) tem-se:
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2N =
1
S2
(2.12)
Similarmente, para situac¸o˜es onde so´ atuam tenso˜es normais σL = X, σT = Y e σZ = Z
(individualmente), tem-se:
(G + H) =
1
X2
(2.13)
(F + H) =
1
Y 2
(2.14)
(F + G) =
1
Z2
(2.15)
respectivamente.
Os valores para F , G e H sa˜o obtidos resolvendo as (2.13), (2.14) e (2.15), donde resulta:
2H =
1
X2
+
1
Y 2
− 1
Z2
, 2G =
1
X2
+
1
Y 2
− 1
Z2
, 2F = − 1
X2
+
1
Y 2
+
1
Z2
. (2.16)
Aplicando-se apenas τLZ e τTZ , um por vez, (2.11) resulta em
2M =
1
S2
e 2L =
1
S2
(2.17)
Resumindo as consantes das eqs.(2.12), (2.16) e (2.17), a expressa˜o (2.11) resulta no
crite´rio de Hill para um estado triaxial de tenso˜es na forma:
σ2L
X2
+
σ2T
Y 2
+
σ2Z
Z2
−
(
1
X2
+
1
Y 2
− 1
Z2
)
σLσT −
(
1
Y 2
− 1
X2
+
1
Z2
)
σTσZ
−
(
1
X2
− 1
Y 2
+
1
Z2
)
σLσZ +
τ 2TZ
S2T
+
τ 2LZ
S2L
+
τ 2LT
S2Z
(2.18)
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Para o caso dos laminados, tem-se uma condic¸a˜o de tensa˜o plana, ou seja: σZ = τLZ =
τTZ = 0 e especificamente para um laminado ortotro´pico: Y = Z. O crite´rio de Hill aplicado
a um compo´sito ortotro´pico pode ser escrito como:
σ2L
X2
− σLσT
X2
+
σ2T
Y 2
+
τ 2LT
S2
= 1 (2.19)
o qual e´ conhecido como crite´rio de falha de Tsai-Hill com referencial nos eixos principais
do laminado. Valores apropriados de X e Y devem ser utilizados dependendo do sinal das
tenso˜es, ou seja, trac¸a˜o ou compressa˜o.
2.5.4 Crite´rio de Tsai-Wu
Uma desvantagem do crite´rio de Tsai-Hill e´ que na˜o ha´ uma distinc¸a˜o direta entre
os limites de resisteˆncia a` trac¸a˜o e a` compressa˜o. Os paraˆmetros de resisteˆncia devem ser
especificados de acordo com o estado de tensa˜o. Com o crite´rio de falha de Tsai-Wu procura-
se uma melhor correlac¸a˜o com os dados experimentais atrave´s do incremento do nu´mero de
termos na equac¸a˜o de aproximac¸a˜o (melhor ajuste da curva aos dados experimentais). Tsai
e Wu (1971) propuseram uma nova expressa˜o para o crite´rio de falha:
F1σ11 + F2σ22 + F6σ12 + F11σ
2
11 + F22σ
2
22 + F66σ
2
12 + 2F12σ11σ22 = 1 (2.20)
Da mesma forma que para o crite´rio de Tsai-Hill, a determinac¸a˜o dos coeficientes e´
feita pela substituic¸a˜o dos resultados experimentais na equac¸a˜o (2.20).
Por exemplo, para o caso de tensa˜o somente na direc¸a˜o das fibras, com resisteˆncia a` com-
pressa˜o e a` trac¸a˜o dadas respectivamente por Xc e Xt tem-se:
F1Xt + F11X
2
t = 1
F1Xc + F11X
2
c = 1 (2.21)
A soluc¸a˜o do sistema de equac¸o˜es acima resulta em:
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F1 =
1
Xt
+
1
Xc
F11 = − 1
XtXc
(2.22)
Similarmente, considerando tenso˜es na direc¸a˜o transversal a`s fibras:
F2 =
1
Yt
+
1
Yc
F22 = − 1
YtYc
(2.23)
Para que o crite´rio independa do sinal da tensa˜o de cisalhamento, os termos lineares de
σ12 devem ser nulos, ou seja:
F6 = F16 = F26 = 0 (2.24)
Para um estado de cisalhamento puro:
σ12 = S
σ11 = σ22 = 0
ou seja,
F66 =
1
S2
(2.25)
Para se evitar a necessidade de mais um ensaio experimental, e´ comum que F12 seja
assumido de maneira a fazer o crite´rio de Tsai-Wu concordar com algum crite´rio mais simples.
A abordagem mais usada e´ fazer: F12 = −1/(2
√
F11F22) = −1/(2
√
XtXcYtYc)
pois, neste caso, se o crite´rio de Tsai-Wu for aplicado em um material como ac¸o de baixo e
me´dio carbono (isotro´picos e du´teis), onde Xt = Xc = Yt = Yc = Sy, sendo Sy o limite de
escoamento, obte´m-se o crite´rio de von Mises, ou seja:
σ211 + σ
2
22 − σ11σ22 = S2y
21
Uma vez que todos os coeficientes foram determinados, o crite´rio de Tsai-Wu e´ escrito
como:
σ211
XtXc
+
σ222
YtYc
+
σ212
S2
− σ11σ22√
XtXcYtYc
+
(
1
Xt
− 1
Xc
)
σ11 +
(
1
Yt
− 1
Yc
)
σ22 = 1 (2.26)
Observa-se que o crite´rio de Tsai-Wu e´ mais geral que o crite´rio de Tsai-Hill, ja´ que
relaciona mais propriedades mecaˆnicas.
Para projetos, o crite´rio de Tsai-Wu e´ apresentado como um ı´ndice de falha, na seguinte
forma:
F =
σ211
XtXc
+
σ222
YtYc
+
σ212
S2
− σ11σ22√
XtXcYtYc
+
(
1
Xt
− 1
Xc
)
σ11 +
(
1
Yt
− 1
Yc
)
σ22 (2.27)
Neste caso, para um projeto seguro, e´ necessa´rio que todas os pontos da estrutura
apresentem F < 1. A falha ocorre quando F ≥ 1.
2.6 Considerac¸o˜es sobre os crite´rios de falha
Observando os dados apresentados conclu´ı-se facilmente que a falha em materiais compo´-
sitos e´ mais complexa que em materiais isotro´picos, pois envolve a ana´lise de um nu´mero
maior de varia´veis. Assim, os crite´rios tradicionalmente utilizados no projeto de ma´quinas e
estruturas em materiais com comportamento isotro´pico podem na˜o ser adequados, podendo
inclusive levar o projetista a erros catastro´ficos, caso utilizadas equivocadamente.
A utilizac¸a˜o de crite´rios mais complexos leva a resultados mais precisos, pore´m a um
custo maior. Os crite´rios de ma´xima tensa˜o e ma´xima deformac¸a˜o exigem a ana´lise de
treˆs condic¸o˜es distintas de falha para a determinac¸a˜o do limite real. Esse inconveniente e´
eliminado com o desenvolvimento de crite´rios quadra´ticos como os de Tsai-Hill e Tsai-Wu.
Enquanto o primeiro Tsai-Hill e´ mais simples de ser utilizado o segundo Tsai-Wu apresenta
uma melhor precisa˜o dos resultados. Todos estes crite´rios pore´m exigem um nu´mero maior
de testes do material compo´sito (laminado unidirecional) do que aqueles exigidos para a
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determinac¸a˜o das caracter´ısticas de um material isotro´pico.
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3 Teoria da Flexa˜o em Placas de
Materiais Compo´sitos
Laminados
As placas sa˜o elementos estruturais limitados por duas superf´ıcies planas e paralelas
Figura 10 distanciadas entre si por uma espessura t.
Figura 10: Placa Fina.
No caso da dimensa˜o da espessura ser muito menor que as dimenso˜es das superf´ıcies
planas limitantes, as placas sa˜o designadas por placas finas. O plano equidistante das su-
perf´ıcies planas externas e´ designado por plano me´dio da placa. Considerando as propriedades
do material, uma placa pode ser anisotro´pica, com diferentes propriedades em diferentes
direc¸o˜es, ou isotro´pica, com propriedades iguais em todas as direc¸o˜es. Dependendo de sua
espessura, uma placa pode ser considerada fina ou espessa. Neste trabalho, sera´ desenvolvida
a formulac¸a˜o do me´todo dos elementos de contorno para placas finas anisotro´picas. A teoria
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de flexa˜o em placas finas anisotro´picas esta´ baseada nos seguintes pressupostos:
1. Os pontos pertencentes a` normal ao plano me´dio da placa antes da deformac¸a˜o per-
manecem normal a` superf´ıcie me´dia fletida.
2. A tensa˜o normal σz na direc¸a˜o normal ao plano me´dio e´ desprez´ıvel.
3.1 Relac¸o˜es ba´sicas para flexa˜o segundo a teoria cla´ssica
Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos ja´ definidos. A Figura 11
mostra este elemento com um estado de tenso˜es agindo nele e uma forc¸a distribu´ıda aplicada
em sua superf´ıcie.
Figura 11: Tenso˜es em um elemento de placa
Integrando as componentes de tensa˜o ao longo da espessura da placa podemos definir
os momentos e forc¸as (Figura 12):
mx =
∫ t/2
−t/2
σxzdz, (3.1)
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my =
∫ t/2
−t/2
σyzdz, (3.2)
mxy =
∫ t/2
−t/2
τxyzdz, (3.3)
qx =
∫ t/2
−t/2
τxzdz, (3.4)
e
qy =
∫ t/2
−t/2
τyzdz. (3.5)
Figura 12: Forc¸as e momentos em um elemento da placa
Do equil´ıbrio de forc¸as e momentos, podemos escrever:
∂qx
∂x
+
∂qy
∂y
+ g = 0, (3.6)
∂mx
∂x
+
∂myx
∂y
− qx = 0, (3.7)
∂my
∂y
+
∂mxy
∂x
− qy = 0. (3.8)
onde as unidades de forc¸a distribu´ıda g e´ dada em N/m2, o momento m e´ dado em N.m/m
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e o esforc¸o cortante q e´ dado em N/m.
Resolvendo as equac¸o˜es (3.7) e (3.8) para qx e qy, respectivamente, substituindo a
equac¸a˜o (3.6) e considerando a simetria de momentos (mxy = myx), temos:
∂2mx
∂x2
+ 2
∂2mxy
∂x∂y
+
∂2my
∂y2
= −g. (3.9)
Considere as posic¸o˜es inicial e final de um elemento da placa dado por abcd paralelo ao
plano me´dio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distaˆncia z
do plano me´dio (Figura 13).
Figura 13: Deformac¸a˜o em um elemento da placa.
Assumindo que, durante a flexa˜o da placa, os pontos a, b, c e d, movem-se para a′, b′,
c′ e d′, chamando as componentes de deslocamento u0 e v0 do ponto a nas direc¸o˜es x e y
(Figura 13), respectivamente, o deslocamento do ponto b na direc¸a˜o x e´ dado por:
b′x − bx = uo +
∂u
∂x
dx. (3.10)
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Enta˜o, o incremento do comprimento dx na direc¸a˜o x e´ dado por:
Δdx =
∂u
∂x
dx, (3.11)
e a deformac¸a˜o na direc¸a˜o x e´ dada por:
εx =
Δdx
dx
=
∂u
∂x
. (3.12)
Da mesma forma, podemos escrever:
εy =
∂v
∂y
, (3.13)
γxy =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
. (3.14)
A Figura 14 mostra as posic¸o˜es inicial e final de uma sec¸a˜o da placa, paralela ao plano
xz, que conte´m os pontos a, b, n1 e n2. A rotac¸a˜o do elemento an1, inicialmente na posic¸a˜o
vertical, e´ igual a ∂w
∂x
(Figura 14). Enta˜o, o deslocamento do ponto na direc¸a˜o x, a uma
distaˆncia z da superf´ıcie me´dia pode ser escrita como:
u = −z∂w
∂x
. (3.15)
Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na direc¸a˜o y e´ dado
por:
v = −z∂w
∂y
. (3.16)
Substituindo as equac¸o˜es (3.15) e (3.16) nas equac¸o˜es (3.12), (3.13) e (3.14) pode-se
escrever:
εx = −z∂
2w
∂x2
= zκx,
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Figura 14: Posic¸o˜es inicial e final de um elemento de placa.
εy = −z∂
2w
∂y2
= zκy,
γxy = −2z ∂
2w
∂x∂y
= zκxy. (3.17)
onde κx, κy e κxy sa˜o as curvaturas da placa dadas por:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
κx
κy
κxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ = −
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
∂2w
∂x2
∂2w
∂y2
2 ∂
2w
∂x∂y
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (3.18)
Integrando ao longo da espessura (Figura 15) as equac¸o˜es (3.1), (3.2), (3.3) e usando a
equac¸a˜o (2.4) obte´m-se:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
mx
my
mxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ =
n∑
k=1
∫ hk
hk−1
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
σx
σy
τxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭
k
z dz (3.19)
Usando-se as equac¸o˜es (2.4) e (3.17), a equac¸a˜o (3.19) pode ser escrita para um laminado
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como:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
mx
my
mxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ =
N∑
k=1
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
∫ hk
hk−1
⎡
⎢⎢⎢⎣
Q¯11 Q¯12 Q¯16
Q¯12 Q¯22 Q¯26
Q¯16 Q¯26 Q¯66
⎤
⎥⎥⎥⎦
k
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
κx
κy
κxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ z
2 dz
⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
(3.20)
ou
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
mx
my
mxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ =
⎡
⎢⎢⎢⎣
D11 D12 D16
D12 D22 D26
D16 D26 D66
⎤
⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
κx
κy
κxy
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (3.21)
onde
Dij =
1
3
n∑
k=1
(
Qij
)
k
(
h3k − h3k−1
)
(3.22)
onde hk e´ a distaˆncia do plano me´dio do laminado ate´ a interface k (Figura 15).
Figura 15: Compo´sito laminado com quatro laˆminas
A equac¸a˜o (3.21) tambe´m pode ser escrita como:
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mx = −
(
D11
∂2w
∂x2
+ D12
∂2w
∂y2
+ 2D16
∂2w
∂x∂y
)
,
my = −
(
D12
∂2w
∂x2
+ D22
∂2w
∂y2
+ 2D26
∂2w
∂x∂y
)
, (3.23)
mxy = −
(
D16
∂2w
∂x2
+ D26
∂2w
∂y2
+ 2D66
∂2w
∂x∂y
)
.
Substituindo as equac¸o˜es (3.23) nas equac¸o˜es (3.7) e (3.8), pode-se escrever:
qx = −
[
D11
∂3w
∂x3
+ 3D16
∂3w
∂x2∂y
+ (D12 + 2D66)
∂3w
∂x∂y2
+ D26
∂3w
∂y3
]
,
qy = −
[
D16
∂3w
∂x3
+ (D12 + 2D66)
∂3w
∂x2∂y
+ 3D26
∂3w
∂x∂y2
+ D22
∂3w
∂y3
]
.
(3.24)
A equac¸a˜o (3.9) pode enta˜o ser reescrita usando as equac¸o˜es (3.23) como:
D11
∂4w
∂x4
+ 4D16
∂4w
∂x3∂y
+ 2(D12 + 2D66)
∂4w
∂x2∂y2
+ 4D26
∂4w
∂x∂y3
+ D22
∂4w
∂y4
= g. (3.25)
A equac¸a˜o (3.25) pode ser integrada no plano caracter´ıstico complexo:
z = x + μy (3.26)
μ = d + ie
onde d e e sa˜o as partes real e imagina´ria de μ, respectivamente. Usando a equac¸a˜o (3.26) e
considerando as forc¸as de corpo nulas, a equac¸a˜o (3.25) pode ser escrita como:
∂4w
∂z4
[
D22μ
4 + 4D26μ
3 + 2(D12 + 2D66)μ
2 + 4D16μ + D11
]
= 0. (3.27)
31
A soluc¸a˜o geral para w na equac¸a˜o (3.25) depende das ra´ızes μ1, μ2, μ¯1 e μ¯2 da equac¸a˜o
caracter´ıstica dada por:
D22μ
4 + 4D26μ
3 + 2(D12 + 2D66)μ
2 + 4D16μ + D11 = 0. (3.28)
As ra´ızes desta equac¸a˜o, como mostrado por Lekhnitskii (1968), sa˜o sempre complexas
para materiais homogeˆneos. As ra´ızes complexas μ1 = d1 + e1i e μ2 = d2 + e2i sa˜o conhecidas
como paraˆmetros complexos de deflexa˜o. Em geral, estas ra´ızes sa˜o nu´meros complexos
distintos. Uma expressa˜o geral para a deflexa˜o tem a forma:
1. no caso de paraˆmetros complexos distintos (μ1 = μ2):
w = wo + 2Re[w1(z1) + w2(z2)]. (3.29)
2. no caso de paraˆmetros complexos iguais (μ1 = μ2):
w = wo + 2Re[w1(z1) + z¯1w2(z1)]. (3.30)
onde w0 e´ uma soluc¸a˜o particular da equac¸a˜o (3.25) que depende da forc¸a distribu´ıda g nas
superf´ıcies da placa, w1(z1) e w2(z2) sa˜o func¸o˜es anal´ıticas arbitra´rias de varia´veis complexas
z1 = x + μ1y e z2 = x + μ2y. Baseada nas equac¸o˜es (3.23) e (3.24), podem ser obtidas
expresso˜es gerais para forc¸as e momentos como (para o caso μ1 = μ2):
mx = m
o
x − 2Re[p1w′′(z1) + p2w′′(z2)],
my = m
o
y − 2Re[q1w′′(z1) + q2w′′(z2)],
mxy = m
o
xy − 2Re[r1w′′(z1) + r2w′′(z2)],
qx = q
o
x − 2Re[μ1s1w′′′(z1) + μ2s2w′′′(z2)],
qy = q
o
y − 2Re[s1w′′′(z1) + s2w′′′(z2)]. (3.31)
32
onde m0x, m
0
y, m
0
xy, q
0
x e q
0
y sa˜o momentos e forc¸as cisalhantes correspondentes a func¸a˜o w0
calculada pelas equac¸o˜es (3.23) e (3.24). As outras constantes sa˜o dadas por:
p1 = D11 + D12μ
2
1 + 2D16μ1, p2 = D11 + D12μ
2
2 + 2D16μ2,
q1 = D12 + D22μ
2
1 + 2D26μ1, q2 = D12 + D22μ
2
2 + 2D26μ2,
r1 = D16 + D26μ
2
1 + 2D66μ1, p2 = D16 + D26μ
2
2 + 2D66μ2,
s1 =
D11
μ1
+ 3D16 + D12 + D66μ1 + D26μ
2
1, (3.32)
s2 =
D11
μ2
+ 3D16 + D12 + D66μ2 + D26μ
2
2,
s1 − r1 = p1
μ1
, s2 − r2 = p2
μ2
,
s1 + r1 = −q1μ1, s2 + r2 = −q2μ2.
Expresso˜es similares podem ser obtidas para o caso onde μ1 = μ2. Estes casos ocorrem
quando:
D11 D22 = (D12 + 2D66)
2 (3.33)
e
D16 = D26 = 0 (3.34)
Contudo este caso na˜o sera´ apresentado neste trabalho (SHI; BEZINE, 1988).
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3.2 Transformac¸a˜o de coordenadas para momentos e
forc¸as cortantes
As componentes de tensa˜o σn e τns, tenso˜es normal e cisalhante, respectivamente, esta˜o
relacionadas com as tenso˜es σx, σy e τxy por:
σn = σx cos
2 α + σy sin
2 α + 2τxy sinα cosα, (3.35)
τns = (σy − σx) sinα cosα + τxy(cos2 α− sin2 α). (3.36)
onde α e´ o aˆngulo entre os eixos h e y.
As componentes de momento, inicialmente escritas considerando os eixos x e y, podem
agora ser reescritas em um sistema de coordenadas gene´rico n, s (PAIVA, 1987). Os momentos
fletores referentes a`s direc¸o˜es n e s sa˜o dados por:
mn = mx cos
2 α + my sin
2 α + 2mxy sinα cosα, (3.37)
mns = (my −mx) sinα cosα + mxy(cos2 α− sin2 α). (3.38)
Similarmente, qn, a forc¸a cisalhante no eixo n, pode ser escrita como:
qnds = qxds cosα + qyds sinα, (3.39)
ou
qn = qx cosα + qy sinα. (3.40)
Com o objetivo de resolver a equac¸a˜o diferencial da placa dada por (3.25), e´ necessa´rio
34
a imposic¸a˜o das condic¸o˜es de contorno para o deslocamento w e sua derivada ∂w
∂n
. Kirchhoff
(1850) mostrou que as condic¸o˜es de contorno da forc¸a cisalhante qn e momento volvente mns
podem ser escritas como uma u´nica condic¸a˜o dada por:
Vn = qn +
∂mns
∂s
. (3.41)
A outra condic¸a˜o de carregamento no contorno e´ o momento mn.
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4 O Me´todo dos Elementos de
Contorno para Flexa˜o em Placas
Anisotro´picas
4.1 Formulac¸a˜o integral
Usando o teorema de Betti (Kane (1994)), podemos relacionar dois estados de tensa˜o-
deformac¸a˜o de um material linear como:
∫
Ω
σ∗ijεijdΩ =
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ. (4.1)
Escrevendo o lado direito da equac¸a˜o (4.1) na notac¸a˜o de von Karman, temos:
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ =
∫
Ω
(
σxε
∗
x + σyε
∗
y + σzε
∗
z + τxyγ
∗
xy + τxzγ
∗
xz + τyzγ
∗
yz
)
dΩ. (4.2)
Desconsiderando as tenso˜es normais a` superf´ıcie me´dia da placa, a equac¸a˜o (4.2) e´
escrita como:
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ =
∫
Ω
(
σxε
∗
x + σyε
∗
y + τxyγ
∗
xy
)
dΩ. (4.3)
Substituindo as equac¸o˜es (3.16) e (3.17) na equac¸a˜o (4.3), pode-se escrever o primeiro
termo da integral do lado direito da equac¸a˜o (4.3) como:
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∫
Ω
σxε
∗
xdΩ =
∫
Ω
[∫
z
(
B11
∂2w
∂x2
+ B12
∂2w
∂y2
+ 2B16
∂2w
∂x∂y
)(
z
∂2w∗
∂x2
)
dz
]
dΩ. (4.4)
Integrando (4.4) ao longo da espessura da placa, tem-se:
∫
Ω
σxε
∗
xdΩ =
∫
Ω
(
D11
∂2w
∂x2
+ D12
∂2w
∂y2
+ 2D16
∂2w
∂x∂y
)
∂2w∗
∂x2
dΩ = −
∫
Ω
mx
∂2w∗
∂x2
dΩ. (4.5)
Para obter as equac¸o˜es do me´todo dos elementos de contorno, e´ necessa´rio transformar
as integrais de domı´nio em integrais de contorno. Considere duas func¸o˜es f(x) e g(x). A
derivada de seu produto pode ser escrita como:
∂
∂x
[f(x)g(x)] =
∂f(x)
∂x
g(x) +
∂g(x)
∂x
f(x). (4.6)
Usando a propriedade de derivac¸a˜o (4.6) na equac¸a˜o (4.5), pode-se escrever:
∫
Ω
σxε
∗
xdΩ = −
∫
Ω
[
∂
∂x
(
mx
∂w∗
∂x
)
− ∂w
∗
∂x
∂mx
∂x
]
dΩ. (4.7)
Usando o teorema de Green (Kane (1994)), a equac¸a˜o (4.7) pode ser escrita como:
∫
Ω
σxε
∗
xdΩ = −
∫
Γ
mx
∂w∗
∂x
cosαdΓ +
∫
Ω
∂w∗
∂x
∂mx
∂x
dΩ. (4.8)
Aplicando a propriedade de derivac¸a˜o (4.6) no segundo termo do lado direito da equac¸a˜o
(4.8), tem-se:
∫
Ω
σxε
∗
xdΩ = −
∫
Γ
mx
∂w∗
∂x
cosαdΓ +
∫
Ω
[
∂
∂x
(
w∗
∂mx
∂x
)
− w∗∂
2mx
∂x2
]
dΩ. (4.9)
Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:
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∫
Ω
σxε
∗
xdΩ =
∫
Γ
(
−mx∂w
∗
∂x
cosα + w∗
∂mx
∂x
cosα
)
dΓ−
∫
Ω
w∗
∂2mx
∂x2
dΩ. (4.10)
Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:
∫
Ω
σyε
∗
ydΩ =
∫
Γ
(
−my ∂w
∗
∂y
sinα + w∗
∂my
∂y
sinα
)
dΓ−
∫
Ω
w∗
∂2my
∂y2
dΩ, (4.11)
e
∫
Ω
τxyγ
∗
xydΩ =
∫
Γ
(
−mxy ∂w
∗
∂y
cosα−mxy ∂w
∗
∂x
sinα + w∗
∂mxy
∂x
sinα+
w∗
∂mxy
∂y
cosα
)
dΓ−
∫
Ω
2w∗
∂2mxy
∂x∂y
dΩ. (4.12)
Assim, a equac¸a˜o (4.3) e´ escrita como:
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ = −
∫
Γ
(
mx
∂w∗
∂x
cosα + my
∂w∗
∂y
sinα + mxy
∂w∗
∂y
cosα+
mxy
∂w∗
∂x
sinα
)
dΓ +
∫
Γ
w∗
[(
cosα
∂mx
∂x
+
∂mxy
∂y
)(
sinα
∂my
∂y
+
∂mxy
∂x
)]
dΓ−
∫
Ω
w∗
(
∂2mx
∂x2
+ 2
∂2mxy
∂x∂y
+
∂2my
∂y2
)
dΩ. (4.13)
Substituindo as equac¸o˜es (3.7) e (3.9) e usando a equac¸a˜o (3.40), a equac¸a˜o (4.13) pode
ser escrita como:
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ = −
∫
Γ
(
mx
∂w∗
∂x
cosα + my
∂w∗
∂y
sinα + mxy
∂w∗
∂y
cosα+
mxy
∂w∗
∂x
sinα
)
dΓ +
∫
Γ
w∗qndΓ +
∫
Ω
gw∗dΩ. (4.14)
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Da relac¸a˜o entre dois sistemas de coordenadas (x, y) e (n, s), tem-se:
∂w∗
∂x
=
∂w∗
∂n
cosα− ∂w
∗
∂s
sinα,
∂w∗
∂y
=
∂w∗
∂n
sinα +
∂w∗
∂s
cosα. (4.15)
Substituindo as equac¸o˜es (4.15) na equac¸a˜o (4.14), tem-se:
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ = −
∫
Γ
[
mx cosα
(
∂w∗
∂n
cosα− ∂w
∗
∂s
sinα
)
+
my sinα
(
∂w∗
∂n
sinα +
∂w∗
∂s
cosα
)
+ mxy cosα
(
∂w∗
∂n
sinα +
∂w∗
∂s
cosα
)
+
mxy sinα
(
∂w∗
∂n
cosα− ∂w
∗
∂s
sinα
)]
dΓ +
∫
Γ
w∗qndΓ +
∫
Ω
gw∗dΩ. (4.16)
Depois de algumas manipulac¸o˜es alge´bricas, a equac¸a˜o (4.16) pode ser reescrita como:
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ = −
∫
Γ
{
∂w∗
∂n
(
mx cos
2 α + my sin
2 α + 2mxy sinα cosα
)
+
∂w∗
∂s
[
mxy
(
cos2 α− sin2 α
)
+ (my −mx) sinα cosα
]}
dΓ +
∫
Γ
w∗qndΓ +
∫
Ω
gw∗dΩ. (4.17)
Substituindo as equac¸o˜es (3.37) e (3.38) na equac¸a˜o (4.17), tem-se:
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ = −
∫
Γ
(
mn
∂w∗
∂n
+ mns
∂w∗
∂s
− qnw∗
)
dΓ +
∫
Ω
gw∗dΩ. (4.18)
Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equac¸a˜o (4.18),
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temos:
∫
Γ
mns
∂w∗
∂s
dΓ = mnsw
∗
∣∣∣∣∣
Γ2
Γ1
−
∫
Γ
∂mns
∂s
w∗dΓ, (4.19)
onde Γ1 e Γ2 sa˜o as coordenadas dos extremos do contorno onde a integrac¸a˜o esta´ sendo
realizada.
No caso de um contorno fechado sem canto, isto e´, a func¸a˜o que descreve a curva de
contorno e suas derivadas sa˜o cont´ınuas, o primeiro termo do lado direito da equac¸a˜o (4.19)
desaparece. No caso onde ha´ cantos, a equac¸a˜o (4.19) pode ser escrita como:
∫
Γ
mns
∂w∗
∂s
dΓ = −
Nc∑
i=1
Rciw
∗
ci
−
∫
Γ
∂mns
∂s
w∗dΓ, (4.20)
onde
Rci = m
+
nsi
−m−nsi , (4.21)
e os termos wci , m
+
nsi
, m−nsi sa˜o, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos
depois e antes do canto i da placa (Figura 16), Nc e´ o nu´mero total de cantos no contorno
(PAIVA, 1987).
Das equac¸o˜es (4.18) e (4.20), pode-se escrever:
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ =
∫
Γ
(
qnw
∗ −mn∂w
∗
∂n
+
∂mns
∂s
w∗
)
dΓ +
Nc∑
i=1
Rciw
∗
ci
+
∫
Ω
gw∗dΩ. (4.22)
Das equac¸o˜es (4.22) e (3.41), tem-se:
∫
Ω
σijε
∗
ijdΩ =
∫
Γ
(
Vnw
∗ −mn∂w
∗
∂n
)
dΓ +
Nc∑
i=1
Rciw
∗
ci
+
∫
Ω
gw∗dΩ. (4.23)
Seguindo um procedimento similar a`quele usado para obter a equac¸a˜o (4.23), o lado
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s
≡
Γ
s≡Γ
n
n +
nsim
−
nsim
i
x
z
y
Figura 16: Canto i do contorno da placa.
esquerdo da equac¸a˜o (4.1) pode ser escrito como:
∫
Ω
σ∗ijεijdΩ =
∫
Γ
(
V ∗n w −m∗n
∂w
∂n
)
dΓ +
Nc∑
i=1
R∗ciwci +
∫
Ω
g∗wdΩ. (4.24)
Substituindo as equac¸o˜es (4.23) e (4.24) na equac¸a˜o (4.1), pode-se escrever:
∫
Γ
(
Vnw
∗ −mn∂w
∗
∂n
)
dΓ +
Nc∑
i=1
Rciw
∗
ci
+
∫
Ω
gw∗dΩ =
∫
Γ
(
V ∗n w −m∗n
∂w
∂n
)
dΓ +
Nc∑
i=1
R∗ciwci +
∫
Ω
g∗wdΩ. (4.25)
A equac¸a˜o (4.25) relaciona dois estados de um material ela´stico. Para aplicar esta
equac¸a˜o para resolver problemas de flexa˜o, precisamos considerar um dos estados como co-
nhecido e o outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equac¸a˜o integral de
contorno, o estado conhecido e´ ajustado para que a integral de domı´nio dada por:
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∫
Ω
g∗wdΩ (4.26)
desaparec¸a. Usando as propriedades da func¸a˜o delta de Dirac δ(P,Q), de forma que g∗ = δ(P,Q),
a integral (4.26) e´ escrita como:
∫
Ω
δ(P,Q)w(P )dΩ(P ) = w(Q), (4.27)
onde Q e´ o ponto onde a carga e´ aplicada, conhecido como ponto fonte, e P e´ o ponto onde
o deslocamento e´ observado, conhecido como ponto campo. O estado correspondente a um
material linear sob carregamento de uma func¸a˜o delta de Dirac e´ conhecido como um estado
fundamental e as varia´veis da equac¸a˜o (4.25) relacionadas a este estado (w∗,V ∗n e m
∗
n) sa˜o
conhecidas como soluc¸o˜es fundamentais, as quais sa˜o calculadas analiticamente a partir da
equac¸a˜o (3.25).
Considerando o estado ”*”como o estado fundamental, a equac¸a˜o (4.25) pode ser escrita
como:
Kw(Q) +
∫
Γ
[
V ∗n (Q,P )w(P )−m∗n(Q,P )
∂w(P )
∂n
]
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
R∗ci(Q,P )wci(P ) =
∫
Γ
[
Vn(P )w
∗(Q,P )−mn(P )∂w
∗
∂n
(Q,P )
]
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
Rci(P )w
∗
ci
(Q,P ) +
∫
Ω
b(P )w∗(Q,P )dΩ. (4.28)
A equac¸a˜o(4.28) e´ a equac¸a˜o de placas finas para deslocamentos em pontos do domı´nio
da placa. Esta equac¸a˜o fornece deslocamentos em todos os pontos do domı´nio da placa a
partir das cortantes equivalentes (Vn), momentos de flexa˜o na direc¸a˜o normal (mn), reac¸a˜o
de canto (Rci), deslocamentos (w) e rotac¸o˜es em relac¸a˜o a` normal (∂w/∂n) conhecidos no
contorno.
A constante K e´ introduzida para se considerar que a func¸a˜o delta de Dirac pode
ser aplicada no domı´nio, no contorno ou fora do domı´nio. Se a func¸a˜o delta de Dirac e´
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aplicada em um ponto onde o contorno e´ suave, enta˜o K = 1/2. As varia´veis da equac¸a˜o
(4.28) sa˜o deslocamentos w(P ), rotac¸o˜es ∂w(P )
∂n
, momentos mn(P ), e forc¸as Vn(P ). Para uma
dada condic¸a˜o de contorno, algumas destas varia´veis sa˜o conhecidas e outras desconhecidas.
Para se ter um nu´mero de equac¸o˜es igual ao nu´mero de varia´veis desconhecidas, e´ necessa´rio
escrever a equac¸a˜o integral correspondente a derivada do deslocamento w(Q) em relac¸a˜o ao
sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de origem, isto e´, o ponto onde o delta de
Dirac do estado fundamental e´ aplicado. As direc¸o˜es dos eixos deste sistema de coordenadas
sa˜o coincidentes com as direc¸o˜es normal e a tangente ao contorno no ponto de origem. Para
problemas de flexa˜o em placas anisotro´picas tem-se que a equac¸a˜o integral de contorno escrita
em termos de quatro valores de contorno ba´sicos, isto e´, deflexa˜o w, inclinac¸a˜o da normal
∂w/∂n, forc¸a cortante Vn e momento fletor mn. Em um problema bem colocado dois destes
quatro valores sa˜o inco´gnitas do problema e dois sa˜o condic¸o˜es de contorno conhecidas.
Pode-se verificar que num problema de flexa˜o em placas ha´ sempre duas inco´gnitas
a serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a soluc¸a˜o do
problema requer que uma segunda equac¸a˜o seja estabelecida.
A segunda equac¸a˜o integral de contorno e´ obtida da derivada da equac¸a˜o (4.28) em
relac¸a˜o a` direc¸a˜o n1 normal ao contorno no ponto fonte e tambe´m corresponde a` soluc¸a˜o do
bina´rio unita´rio. Esta equac¸a˜o e´ dada por:
1
2
∂w(Q)
∂n1
+
∫
Γ
[
∂V ∗
∂n1
(Q,P )w(P )− ∂m
∗
n
∂n1
(Q,P )
∂w
∂n
(P )
]
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
∂R∗ci
∂n1
(Q,P )wci(P ) =
∫
Γ
{
Vn(P )
∂w∗
∂n1
(Q,P )−mn(P ) ∂
∂n1
[
∂w∗
∂n
(Q,P )
]}
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
Rci(P )
∂w∗ci
∂n1
(Q,P ) +
∫
Ω
b(P )
∂w∗
∂n1
(Q,P )dΩ. (4.29)
Encontra-se na literatura formulac¸o˜es de elementos de contorno que usam apenas a
equac¸a˜o (4.28). Neste caso, os pontos fontes sa˜o os no´s do contorno e um nu´mero igual de
pontos externos ao domı´nio do problema (RAJAMOHAN; RAAMACHANDRAN, 1999).
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4.2 Soluc¸a˜o fundamental de deflexa˜o para uma carga
pontual
A soluc¸a˜o fundamental e´ a resposta a` aplicac¸a˜o de um carregamento unita´rio pontual
em um meio ela´stico infinito cujas propriedades ela´sticas sa˜o as mesmas do componente que se
quer analisar. No caso particular de placas, a soluc¸a˜o fundamental e´ dada pelo deslocamento
w em um ponto P qualquer do domı´nio, chamado de ponto campo, devido a` aplicac¸a˜o de
uma carga unita´ria q em um ponto Q qualquer, chamado de ponto fonte (Figura 17).
Figura 17: Soluc¸a˜o fundamental
A soluc¸a˜o fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas e´ calculado fazendo
o termo na˜o-homogeˆneo da equac¸a˜o diferencial (3.25) igual a uma forc¸a concentrada dada
por uma func¸a˜o delta de Dirac δ(Q,P ), isto e´:
ΔΔw∗(Q,P ) = δ(Q,P ), (4.30)
onde ΔΔ(.) e´ o operador diferencial:
ΔΔ(.) =
D11
D22
∂4(.)
∂x4
+ 4
D16
D22
∂4(.)
∂3∂y
+
2(D12 + 2D66)
D22
∂4(.)
∂x2∂y2
+
4
D26
D22
∂4(.)
∂x∂y3
+
∂4(.)
∂y4
. (4.31)
Como mostrado por Shi e Bezine (1988), a soluc¸a˜o fundamental do deslocamento
transversal e´ dada por:
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w∗(ρ, θ) =
1
8π
{C1R1(ρ, θ) + C2R2(ρ, θ) + C3 [S1(ρ, θ)− S2(ρ, θ)]} , (4.32)
onde
ρ = [(x− xo)2 + (y − yo)2]1/2, (4.33)
x e y sa˜o as coordenadas do ponto campo P , x0 e y0 sa˜o as coordenadas do ponto fonte Q,
θ = arctan
y − yo
x− xo , (4.34)
C1 =
(d1 − d2)2 − (e21 − e22)
GHe1
, (4.35)
C2 =
(d1 − d2)2 + (e21 − e22)
GHe2
, (4.36)
C3 =
4(d1 − d2)
GH
, (4.37)
G = (d1 − d2)2 + (e1 + e2)2, (4.38)
H = (d1 − d2)2 + (e1 − e2)2, (4.39)
di e ei sa˜o respectivamente as partes real e imagina´ria das ra´ızes μi da equac¸a˜o caracter´ıstica
(3.28).
Ri = ρ
2
[
(cos θ + di sin θ)
2 − e2i sin2 θ
]
×
{
log
[
ρ2
a2
(
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
)]
− 3
}
−
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4ρ2ei sin θ (cos θ + di sin θ) arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.40)
e
Si = ρ
2ei sin θ (cos θ + di sin θ)×
{
log
[
ρ2
a2
(
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
)]
− 3
}
+
ρ2
[
(cos θ + di sin θ)
2 − e2i sin2 θ
]
arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
. (4.41)
O ı´ndice repetido i nos termos de Ri e Si na˜o implicam em soma. O coeficiente a e´
uma constante arbitra´ria tomada como a = 1. As outras grandezas derivadas da soluc¸a˜o
fundamental sa˜o dadas por:
m∗n = −
(
f1
∂2w∗
∂x2
+ f2
∂2w∗
∂x∂y
+ f3
∂2w∗
∂y2
)
, (4.42)
R∗ci = −
(
g1
∂2w∗
∂x2
+ g2
∂2w∗
∂x∂y
+ g3
∂2w∗
∂y2
)
, (4.43)
V ∗n = −
(
h1
∂3w∗
∂x3
+ h2
∂3w∗
∂x2∂y
+ h3
∂3w∗
∂x∂y2
+ h4
∂3w∗
∂y3
)
−
1
R¯
(
h5
∂2w∗
∂x2
+ h6
∂2w∗
∂x∂y
+ h7
∂2w∗
∂y2
)
. (4.44)
onde R¯ e´ o raio de curvatura em um ponto suave do contorno Γ. As demais constantes sa˜o
definidas como:
f1 = D11n
2
x + 2D16nxny + D12n
2
y, (4.45)
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f2 = 2(D16n
2
x + 2D66nxny + D26n
2
y), (4.46)
f3 = D12n
2
x + 2D26nxny + D22n
2
y, (4.47)
g1 = (D12 −D11) cos β sin β + D16(cos2 β − sin2 β), (4.48)
g2 = 2(D26 −D16) cos β sin β + 2D66(cos2 β − sin2 β), (4.49)
g3 = (D22 −D12) cos β sin β + D26(cos2 β − sin2 β), (4.50)
h1 = D11nx(1 + n
2
y) + 2D16n
3
y −D12nxn2y, (4.51)
h2 = 4D16nx + D12ny(1 + n
2
x) + 4D66n
3
y −D11n2xny − 2D26nxn2y, (4.52)
h3 = 4D26ny + D12nx(1 + n
2
y) + 4D66n
3
x −D22nxn2y − 2D16n2xny, (4.53)
h4 = D22ny(1 + n
2
x) + 2D26n
3
x −D12n2xny, (4.54)
h5 = (D12 −D11) cos 2β − 4D16 sin 2β, (4.55)
h6 = 2(D26 −D16) cos 2β − 4D66 sin 2β, (4.56)
h7 = (D22 −D12) cos 2β − 4D26 sin 2β, (4.57)
e β e´ o aˆngulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns
o qual tem seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao
contorno no ponto Q. As derivadas da soluc¸a˜o fundamental do deslocamento transversal
podem ser expressas pela combinac¸a˜o linear das derivadas das func¸o˜es Ri e Si. Por exemplo:
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∂2w∗
∂y2
=
1
8π
[
C1
∂2R1
∂y2
+ C2
∂2R2
∂y2
+ C3
(
∂2S1
∂y2
− ∂
2S2
∂y2
)]
. (4.58)
As derivadas de Ri e Si sa˜o dadas por:
∂Ri
∂x
= 2r (cos θ + di sin θ)
{
log
[
r2
a2
(
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
)]
− 2
}
−
4rei sin θ arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.59)
∂Ri
∂y
= 2r
[
di (cos θ + di sin θ)− e2i sin θ
]
×{
log
[
r2
a2
(
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
)]
− 2
}
−
4rei (cos θ + 2di sin θ) arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.60)
∂2Ri
∂x2
= 2 log
{
r2
a2
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]}
(4.61)
∂2Ri
∂x∂y
= 2di log
{
r2
a2
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]}
−
4ei arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.62)
∂2Ri
∂y2
= 2
(
d2i − e2i
)
log
{
r2
a2
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]}
−
8diei arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.63)
∂3Ri
∂x3
=
4 (cos θ + di sin θ)
r
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
] , (4.64)
∂3Ri
∂x2∂y
=
4 [di (cos θ + di sin θ) + e
2
i sin θ]
r
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
] , (4.65)
48
∂3Ri
∂x∂y2
=
4 [(d2i − e2i ) cos θ + (d2i + e2i ) di sin θ]
r
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
] , (4.66)
∂3Ri
∂y3
=
4 [di (d
2
i − 3e2i ) cos θ + (d4i − e4i ) sin θ]
r
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
] , (4.67)
∂4Ri
∂x4
= −
4
[
(cos θ + di sin θ)
2 − e2i sin2 θ
]
r2
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2 , (4.68)
∂4Ri
∂x3∂y
= − 4
r2
{
di
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
+
2e2i sin θ cos θ[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2
⎫⎪⎬
⎪⎭ , (4.69)
∂4Ri
∂x2∂y2
= − 4
r2
⎧⎨
⎩ (d
2
i + e
2
i )(
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
)−
2e2i cos
2 θ[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2
⎫⎪⎬
⎪⎭ , (4.70)
∂4Ri
∂x∂y3
= − 4
r2
⎧⎨
⎩ di (d
2
i + e
2
i )(
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
)−
2e2i cos θ (2di cos θ + (d
2
i + e
2
i ) sin θ)[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2
⎫⎪⎬
⎪⎭ , (4.71)
∂4Ri
∂y4
= − 4
r2
{
(d4i − e4i )
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
−
2e2i cos θ [(3d
2
i − e2i ) cos θ + 2di (d2i + e2i ) sin θ][
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2
⎫⎪⎬
⎪⎭ , (4.72)
∂Si
∂x
= rei sin θ
{
log
[
r2
a2
(
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
)]
− 2
}
+
2r (cos θ + di sin θ) arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.73)
∂Si
∂y
= rei (cos θ + 2di sin θ)
{
log
[
r2
a2
(
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
)]
− 2
}
+
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2r
[
di (cos θ + di sin θ)− e2i sin θ
]
arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.74)
∂2Si
∂x2
= 2arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.75)
∂2Si
∂x∂y
= ei log
{
r2
a2
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]}
+
2di arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.76)
∂2Si
∂y2
= 2diei log
{
r2
a2
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]}
+
2
(
d2i − e2i
)
arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
, (4.77)
∂3Si
∂x3
= − 2ei sin θ
r
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
] , (4.78)
∂3Si
∂x2∂y
=
2ei cos θ
r
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
] , (4.79)
∂3Si
∂x∂y2
=
2ei [2di (cos θ + di sin θ)− (d2i − e2i ) sin θ)
r
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
] , (4.80)
∂3Si
∂y3
=
2ei [(3d
2
i − e2i ) cos θ + 2di (d2i + e2i ) sin θ]
r
(
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
] , (4.81)
∂4Si
∂x4
=
4ei sin θ (cos θ + di sin θ)
r2
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2 , (4.82)
∂4Si
∂x3∂y
=
2ei
r2
{
1
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
−
2 cos θ (cos θ + di sin θ)[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2
⎫⎪⎬
⎪⎭ , (4.83)
∂4Si
∂x2∂y2
= −4ei cos θ [di (cos θ + di sin θ) + e
2
i sin θ]
r2
[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2 , (4.84)
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∂4Si
∂x∂y3
= −2ei
r2
{
(d2i + e
2
i )
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
+
2 (d2i + e
2
i ) cos θ (cos θ + di sin θ)− 4e2i cos2 θ[
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2
⎫⎪⎬
⎪⎭ , (4.85)
∂4Si
∂y4
= −4ei
r2
{
di (d
2
i + e
2
i )
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
+
cos θ [di (d
2
i − 3e2i ) cos θ + (d4i − e4i ) sin θ][
(cos θ + di sin θ)
2 + e2i sin
2 θ
]2
⎫⎪⎬
⎪⎭ . (4.86)
Como pode ser visto, as derivadas de Ri e Si apresentam singularidades fracas (logr),
singularidades fortes (1/r), e hipersingularidades (1/r2) que precisam de uma atenc¸a˜o especial
durante sua integrac¸a˜o.
4.3 Elementos Quadra´ticos
Uma vez que na˜o se tem soluc¸o˜es anal´ıticas gerais para as equac¸o˜es integrais de
contorno (4.28) e (4.29), torna-se necessa´rio o uso de soluc¸o˜es nume´ricas. Quando soluc¸o˜es
nume´ricas sa˜o usadas, o contorno e´ aproximado por elementos discretos. Estes elementos
discretos sa˜o chamados elementos de contorno.
Considere a Figura 18 onde o contorno de uma placa e´ aproximado por uma se´rie de
segmentos (elementos de contorno) Γi, cujo nu´mero e forma sa˜o escolhidos para representa´-lo
adequadamente.
A cada elemento de contorno associam-se um ou mais pontos chamados no´s ou pontos
nodais e os valores das variave´is associadas a eles sa˜o denominados valores nodais. Os deslo-
camentos e esforc¸os ao longo de cada elemento sera˜o aproximados por func¸o˜es polinomiais
em func¸a˜o das quais e´ definido o nu´mero de pontos nodais do elemento.
Neste trabalho sa˜o usados os elementos quadra´ticos descont´ınuos para representar
os elementos f´ısicos e os elementos quadra´ticos cont´ınuos para representar os elementos
geome´tricos.
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Figura 18: Domı´nio bidimensional dividido em elementos de contorno.
Nos elementos quadra´ticos, os deslocamentos e as forc¸as podem ser representados como:
⎧⎨
⎩ w∂w
∂n
⎫⎬
⎭ =
⎡
⎣ N (1)d 0 N (2)d 0 N (3)d 0
0 N
(1)
d 0 N
(2)
d 0 N
(3)
d
⎤
⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
w(1)
∂w
∂n
(1)
w(2)
∂w
∂n
(2)
w(3)
∂w
∂n
(3)
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(4.87)
⎧⎨
⎩ Vnmn
⎫⎬
⎭ =
⎡
⎣ N (1)d 0 N (2)d 0 N (3)d 0
0 N
(1)
d 0 N
(2)
d 0 N
(3)
d
⎤
⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
V (1)n
m(1)n
V (2)n
m(2)n
V (3)n
m(3)n
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(4.88)
Nos elementos quadra´ticos descont´ınuos os no´s sa˜o colocados em ξ = −2/3, ξ = 0 e
ξ = +2/3, como mostrado na Figura 19. As func¸o˜es de forma sa˜o dadas por:
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Figura 19: Elemento quadra´tico descont´ınuo.
N
(1)
d = ξ
(
9
8
ξ − 3
4
)
; (4.89)
N
(2)
d =
(
1− 3
2
ξ
)(
1 +
3
2
ξ
)
; (4.90)
N
(3)
d = ξ
(
9
8
ξ +
3
4
)
. (4.91)
onde ξ e´ a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 19).
A geometria do elemento tambe´m pode ser considerada como quadra´tica e e´ represen-
tada por coordenadas nodais na forma:
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⎧⎨
⎩ x1x2
⎫⎬
⎭ =
⎡
⎣ N (1)c 0 N (2)c 0 N (3)c 0
0 N (1)c 0 N
(2)
c 0 N
(3)
c
⎤
⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x
(1)
1
x
(2)
1
x
(3)
1
x
(1)
2
x
(2)
2
x
(3)
2
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(4.92)
pore´m, utilizando as func¸o˜es de forma para elementos quadra´ticos cont´ınuos dadas por:
N (1)c =
1
2
ξ (ξ − 1) ; (4.93)
N (2)c =
(
1− ξ2
)
; (4.94)
N (3)c =
1
2
ξ (ξ + 1) . (4.95)
4.4 Equac¸a˜o matricial
Com o objetivo de calcular as varia´veis de contorno desconhecidas, o contorno Γ e´
discretizado em Ne elementos de contorno quadra´ticos e as varia´veis de contorno w, ∂w/∂n,
mn e Vn sa˜o interpoladas ao longo de cada elemento. Tomando um no´ d como o ponto fonte,
as equac¸o˜es (4.28) e (4.29) podem ser escritas na forma matricial como:
1
2
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
w(d)
∂w
∂n1
(d)
⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭+
Ne∑
i=1
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
⎡
⎣ h(i,d)11 h(i,d)12 h(i,d)13 h(i,d)14 h(i,d)15 h(i,d)16
h
(i,d)
21 h
(i,d)
22 h
(i,d)
23 h
(i,d)
24 h
(i,d)
25 h
(i,d)
26
⎤
⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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∂n
(i,1)
w(i,2)
∂w
∂n
(i,2)
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∂w
∂n
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⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
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Ne∑
i=1
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
⎡
⎣ g(i,d)11 g(i,d)12 g(i,d)13 g(i,d)14 g(i,d)15 g(i,d)16
g
(i,d)
21 g
(i,d)
22 g
(i,d)
23 g
(i,d)
24 g
(i,d)
25 g
(i,d)
26
⎤
⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
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V (i,3)n
m(i,3)n
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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⎛
⎝
⎧⎨
⎩ R
(i,d)
1
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(i,d)
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⎫⎬
⎭w(i)c
⎞
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⎛
⎝
⎧⎨
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1
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⎫⎬
⎭R(i)c
⎞
⎠+
⎧⎨
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(d)
1
P
(d)
2
⎫⎬
⎭ . (4.96)
Os termos da equac¸a˜o (4.96) sa˜o integrais dadas por:
h
(i,d)
11 =
∫
Γi
N (1)V ∗n dΓ, h
(i,d)
12 = −
∫
Γi
N (1)m∗ndΓ, (4.97)
h
(i,d)
13 =
∫
Γi
N (2)V ∗n dΓ, h
(i,d)
14 = −
∫
Γi
N (2)m∗ndΓ, (4.98)
h
(i,d)
15 =
∫
Γi
N (3)V ∗n dΓ, h
(i,d)
16 = −
∫
Γi
N (3)m∗ndΓ, (4.99)
h
(i,d)
21 =
∫
Γi
N (1)
∂V ∗n
∂n1
dΓ, h
(i,d)
22 = −
∫
Γi
N (1)
∂m∗n
∂n1
dΓ, (4.100)
h
(i,d)
23 =
∫
Γi
N (2)
∂V ∗n
∂n1
dΓ, h
(i,d)
24 = −
∫
Γi
N (2)
∂m∗n
∂n1
dΓ, (4.101)
h
(i,d)
25 =
∫
Γi
N (3)
∂V ∗n
∂n1
dΓ, h
(i,d)
26 = −
∫
Γi
N (3)
∂m∗n
∂n1
dΓ, (4.102)
g
(i,d)
11 =
∫
Γi
N (1)w∗dΓ, g
(i,d)
12 = −
∫
Γi
N (1)
∂w∗
∂n
dΓ, (4.103)
g
(i,d)
13 =
∫
Γi
N (2)w∗dΓ, g
(i,d)
14 = −
∫
Γi
N (2)
∂w∗
∂n
dΓ, (4.104)
g
(i,d)
15 =
∫
Γi
N (3)w∗dΓ, g
(i,d)
16 = −
∫
Γi
N (3)
∂w∗
∂n
dΓ, (4.105)
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g
(i,d)
21 =
∫
Γi
N (1)
∂w∗
∂n1
dΓ, g
(i,d)
22 = −
∫
Γi
N (1)
∂
∂n1
∂m∗n
∂n
dΓ, (4.106)
g
(i,d)
23 =
∫
Γi
N (2)
∂w∗
∂n1
dΓ, g
(i,d)
24 = −
∫
Γi
N (2)
∂
∂n1
∂m∗n
∂n
dΓ, (4.107)
g
(i,d)
25 =
∫
Γi
N (3)
∂w∗
∂n1
dΓ, g
(i,d)
26 = −
∫
Γi
N (3)
∂
∂n1
∂m∗n
∂n
dΓ, (4.108)
c
(i,d)
1 = w
∗
ci, c
(i,d)
2 =
∂w∗ci
∂n1
, (4.109)
R
(i,d)
1 = R
∗
ci, R
(i,d)
2 =
∂R∗ci
∂n1
, (4.110)
P
(d)
1 =
∫
Ω
gw∗dΩ, P
(d)
2 =
∫
Ω
g
∂w
∂n1
dΩ. (4.111)
sendo o contorno Γ dado por:
Γ =
Ne∑
e=1
Γe, (4.112)
onde, Ne e´ o nu´mero de elementos.
O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equac¸a˜o (4.96) requer o uso do
jacobiano, ja´ que as func¸o˜es de forma sa˜o expressas em termos da coordenada adimensional e
as integrais sa˜o resolvidas ao longo do contorno Γe. O jacobiano desta transformac¸a˜o e´ dado
por:
J(ξ) =
√√√√(dx1
dξ
)2
+
(
dx2
dξ
)2
=
dΓe
dξ
. (4.113)
Assim:
dΓe = J(ξ)dξ. (4.114)
A equac¸a˜o matricial (4.96) tem duas equac¸o˜es e 6Ne+Nc varia´veis desconhecidas. Para
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se obter um sistema linear soluciona´vel, o ponto fonte e´ colocado sucessivamente em cada no´
do contorno (d = 1, ..., 6Ne) bem como em cada no´ de canto (d = 6Ne + 1, ..., 6Ne + Nc). E´
importante notar que enquanto ambas as equac¸o˜es, (4.28) e (4.29), sa˜o usadas para cada no´
de contorno (fornecendo as primeiras 6Ne equac¸o˜es), somente a equac¸a˜o (4.28) e´ usada para
cada canto (fornecendo outras Nc equac¸o˜es). Enta˜o, a seguinte equac¸a˜o matricial e´ obtida:
⎡
⎣ H′ R′
H′′ R′′
⎤
⎦
⎧⎨
⎩ wbnwc
⎫⎬
⎭ =
⎡
⎣ G′ C′
G′′ C′′
⎤
⎦{ Vbn Vc }+
⎧⎨
⎩ PbnPc
⎫⎬
⎭ , (4.115)
onde, wbn conte´m o deslocamento transversal e a rotac¸a˜o de cada no´ de contorno, Vbn
conte´m a forc¸a cisalhante e o momento torsor de cada no´ de contorno, Pbn conte´m a integral
de domı´nio para cada no´ de contorno, wc conte´m o deslocamento transversal de cada canto,
Vc conte´m a reac¸a˜o de canto para cada canto, Pc conte´m a integral de domı´nio para cada
canto. Os termos H′, C′, R′ e G′ sa˜o matrizes que conte´m os respectivos termos da equac¸a˜o
(4.96) escritos para os Ne no´s de contorno. Os termos H
′′
, C
′′
, R
′′
e G
′′
sa˜o matrizes que
conte´m os respectivos primeiros termos da equac¸a˜o (4.96) escrita para os Nc cantos.
A equac¸a˜o (4.115) pode ser reescrita como:
Hw = GV +P, (4.116)
onde,
H =
⎡
⎣ H′ R′
H′′ R′′
⎤
⎦ , (4.117)
w =
⎧⎨
⎩ wbnwc
⎫⎬
⎭ , (4.118)
G =
⎡
⎣ G′ C′
G′′ C′′
⎤
⎦ , (4.119)
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V =
⎧⎨
⎩ VbnVc
⎫⎬
⎭ , (4.120)
P =
⎧⎨
⎩ PbnPc
⎫⎬
⎭ . (4.121)
Para resolver a equac¸a˜o (4.116) e´ necessa´rio levar em conta as condic¸o˜es de contorno.
No caso de formulac¸o˜es dinaˆmicas, o termo P conte´m as acelerac¸o˜es (termos de ine´rcia). Na
formulac¸a˜o transiente, esta acelerac¸a˜o e´ escrita em func¸a˜o dos deslocamentos em passos de
tempo anteriores e no instante atual. Neste trabalho, utiliza-se o me´todo de Houbolt (1950)
para descrever a acelerac¸a˜o em termos dos deslocamentos. Este procedimento e´ descrito na
sec¸a˜o 5.3.
4.5 Tenso˜es em Placas Compo´sitas Laminadas
As laˆminas de materias compo´sitos apresentam um comportamento anisotro´pico bem
definido, cujas propriedades variam com as direc¸o˜es, po´rem permanecem constantes em cada
direc¸a˜o. Assim a resisteˆncia na direc¸a˜o longitudinal a`s fibras sera´ a mesma por toda a
laˆmina, bem como a resisteˆncia na direc¸a˜o perpendicular a`s fibras e na direc¸a˜o normal a`
laˆmina. Essa caracter´ıstica permite que o fabricante tenha controle sobre as propriedades da
laˆmina atrave´s de poucas varia´veis. Quando va´rias laˆminas unidirecionais sa˜o unidas para
formar um laminado, ale´m do surgimento de outras inco´gnitas, como o nu´mero de laˆminas e
o aˆngulo das fibras de cada laˆmina, observa-se que o comportamento ela´stico de cada laˆmina
e´ distinto das outras.
4.5.1 Tensa˜o e deformac¸a˜o de placas compo´sitas laminadas
Os laminados sa˜o fabricados para agir como um elemento estrutural u´nico. Para atender
a essa condic¸a˜o, a unia˜o entre duas laˆminas do laminado deve ser infinitesimalmente fina e
na˜o deforma´vel por cisalhamento para que o deslizamento de uma laˆmina sobre outra seja
evitado e, permitir o deslocamento cont´ınuo ao longo da unia˜o (AGARWAL; BROUTMAN,
1990). Assim, pode-se considerar que as deformac¸o˜es sa˜o cont´ınuas ao longo da espessura.
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Contudo, como cada laˆmina e´ feita de um material, as tenso˜es apresentam descontinuidades
ao longo das interfaces do laminado, como mostrado na Figura 20.
Figura 20: Variac¸a˜o de deformac¸a˜o e da tensa˜o em um laminado hipote´tico.
As tenso˜es em cada laˆmina sa˜o dadas pela equac¸a˜o (2.4), e as deformac¸o˜es pela equac¸a˜o
(3.17). Conforme pode ser observado na equac¸a˜o (3.17), para se calcular as deformac¸o˜es e,
posteriormente, as tenso˜es e´ necessa´rio se calcular as segundas derivadas do deslocamento
transversal w. Estas derivadas sa˜o dadas por:
∂2w(Q)
∂x2
=
∫
Γ
[
∂2V ∗n
∂x2
(Q,P )w(P )− ∂
2m∗n
∂x2
(Q,P )
∂w(P )
∂n
]
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
∂2R∗ci
∂x2
(Q,P )wci(P )−
∫
Γ
[
Vn(P )
∂2w∗
∂x2
(Q,P )−mn(P ) ∂
3w∗
∂n∂x2
(Q,P )
]
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
Rci(P )
∂2w∗ci
∂x2
(Q,P ) +
∫
Ω
g(P )
∂2w∗
∂x2
(Q,P )dΩ (4.122)
∂2w(Q)
∂y2
=
∫
Γ
[
∂2V ∗n
∂y2
(Q,P )w(P )− ∂
2m∗n
∂y2
(Q,P )
∂w(P )
∂n
]
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
∂2R∗ci
∂y2
(Q,P )wci(P )−
∫
Γ
[
Vn(P )
∂2w∗
∂y2
(Q,P )−mn(P ) ∂
3w∗
∂n∂y2
(Q,P )
]
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
Rci(P )
∂2w∗ci
∂y2
(Q,P ) +
∫
Ω
g(P )
∂2w∗
∂y2
(Q,P )dΩ (4.123)
∂2w(Q)
∂x∂y
=
∫
Γ
[
∂2V ∗n
∂x∂y
(Q,P )w(P )− ∂
2m∗n
∂x∂y
(Q,P )
∂w(P )
∂n
]
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
∂2R∗ci
∂x∂y
(Q,P )wci(P )−
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∫
Γ
[
Vn(P )
∂2w∗
∂x∂y
(Q,P )−mn(P ) ∂
3w∗
∂n∂x∂y
(Q,P )
]
dΓ(P ) +
Nc∑
i=1
Rci(P )
∂2w∗ci
∂x∂y
(Q,P ) +
∫
Ω
g(P )
∂2w∗
∂x∂y
(Q,P )dΩ (4.124)
onde as segundas derivadas das soluc¸o˜es fundamentais sa˜o dadas por:
∂2w∗(ρ, θ)
∂x2
=
1
8π
{
C1
∂2R1(ρ, θ)
∂x2
+ C2
∂2R2(ρ, θ)
∂x2
+ C3
[
∂2S1(ρ, θ)
∂x2
− ∂
2S2(ρ, θ)
∂x2
]}
(4.125)
sendo que C1, C2 e C3 sa˜o dados pelas equac¸o˜es (4.35), (4.36) e (4.37), respectivamente; ρ e´
dado pela equac¸a˜o (4.33) e θ e´ dado pela equac¸a˜o (4.34).
As outras derivadas da soluc¸a˜o fundamental sa˜o dadas por:
∂2m∗n
∂x2
= −
(
f1
∂4w∗
∂x4
+ f2
∂4w∗
∂x3∂y
+ f3
∂4w∗
∂x2∂y2
)
, (4.126)
∂2R∗ci
∂x2
= −
(
g1
∂4w∗
∂x4
+ g2
∂4w∗
∂x3∂y
+ g3
∂4w∗
∂x2∂y2
)
, (4.127)
∂2V ∗n
∂x2
= −
(
h1
∂5w∗
∂x5
+ h2
∂5w∗
∂x4∂y
+ h3
∂5w∗
∂x3∂y2
+ h4
∂5w∗
∂x2∂y3
)
−
1
R¯
(
h5
∂4w∗
∂x4
+ h6
∂4w∗
∂x3∂y
+ h7
∂4w∗
∂x2∂y2
)
. (4.128)
As derivadas para y e xy sa˜o dadas por procedimentos similares. Todas as derivadas das
soluc¸o˜es fundamentais do deslocamento transversal w podem ser expressas pela combinac¸a˜o
linear das derivadas de Ri e Si. Todas as derivadas de Ri e Si ate´ a 4
a ordem sa˜o dadas pelas
equac¸o˜es de (4.59) ate´ (4.86). As derivadas de 5a ordem sa˜o dadas por:
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∂5Ri
∂x5
=
8(cos θ + di sin θ)
[
cos2 θ +
(
di
2 − 3ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]
R3
[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 (4.129)
∂5Ri
∂x4∂y
=
8
R3
⎧⎪⎨
⎪⎩
di cos
3 θ + 3
(
di
2 + ei
2
)
sin θ cos2 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3+
+
3di
(
di
2 + ei
2
)
sin2 θ cos θ +
(
di
4 − ei4
)
sin3 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3
⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.130)
∂5Ri
∂x3∂y2
=
8
R3
⎧⎪⎨
⎪⎩
(
di
2 − ei2
)
cos3 θ + 3di
(
di
2 + ei
2
)
sin θ cos2 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 +
+
3
(
di
2 + ei
2
)2
sin2 θ cos θ + di
(
di
2 + ei
2
)2
sin3 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3
⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.131)
∂5Ri
∂x2∂y3
=
8
R3
⎧⎪⎨
⎪⎩
di
(
di
2 − 3ei2
)
cos3 θ + 3
(
di
4 − ei4
)
sin θ cos2 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 +
+
3di
(
di
2 + ei
2
)2
sin2 θ cos θ +
(
di
2 + ei
2
)3
sin3 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3
⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.132)
∂5Ri
∂x∂y4
=
8
R3
⎧⎪⎨
⎪⎩
(
di
4 − 6ei2di2 + ei4
)
cos3 θ + 3di
(
di
4 − 2ei2di2 − 3ei4
)
sin θ cos2 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 +
+
3
(
di
2 − ei2
) (
di
2 + ei
2
)2
sin2 θ cos θ + di
(
di
2 + ei
2
)3
sin3 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3
⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.133)
∂5Ri
∂y5
=
8
R3
⎧⎪⎨
⎪⎩
di
(
di
4 − 10ei2di2 + 5ei4
)
cos3 θ + 3
(
di
6 − 5ei2di4 − 5ei4di2 + ei6
)
sin θ cos2 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 +
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+
3di
(
di
2 − 3ei2
) (
di
2 + ei
2
)2
sin2 θ cos θ +
(
di
2 − ei2
) (
di
2 + ei
2
)3
sin3 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3
⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.134)
∂5Si
∂x5
=
4ei sin θ
[
−3 cos2 θ − 6di sin θ cos θ +
(
ei2 − 3di2
)
sin2 θ
]
R3
[
cos2 θ +
(
di2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 (4.135)
∂5Si
∂x4∂y
=
4ei
[
cos3 θ − 3
(
di
2 + ei
2
)
sin2 θ cos θ − 2di
(
di
2 + ei
2
)
sin3 θ
]
R3
[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 (4.136)
∂5Si
∂x3∂y2
=
4ei
[
2di cos
3 θ + 3
(
di
2 + ei
2
)
sin θ cos2 θ −
(
di
2 + ei
2
)2
sin3 θ
]
R3
[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 (4.137)
∂5Si
∂x2∂y3
=
4ei cos θ
R3
⎧⎪⎨
⎪⎩
(
3di
2 − ei2
)
cos2 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3+
+
3
(
di
2 + ei
2
)
sin θ
[
2di cos θ +
(
di
2 + ei
2
)
sin θ
]
[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3
⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.138)
∂5Si
∂x∂y4
=
4ei
R3
⎧⎪⎨
⎪⎩
4di(di − ei)(di + ei) cos3 θ + 3
(
3di
2 − ei2
) (
di
2 + ei
2
)
sin θ cos2 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 +
+
6di
(
di
2 + ei
2
)2
sin2 θ cos θ +
(
di
2 + ei
2
)3
sin3 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3
⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.139)
∂5Si
∂y5
=
4ei
R3
⎧⎪⎨
⎪⎩
(
5di
4 − 10ei2di2 + ei4
)
cos3 θ + 12di
(
di
4 − ei4
)
sin θ cos2 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3 −
−
3
(
ei
2 − 3di2
) (
di
2 + ei
2
)2
sin2 θ cos θ + 2di
(
di
2 + ei
2
)3
sin3 θ[
cos2 θ +
(
di
2 + ei2
)
sin2 θ + di sin 2θ
]3
⎫⎪⎬
⎪⎭ (4.140)
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5 Transformac¸a˜o das integrais de
domı´nio em integrais de
contorno para flexa˜o em placas
anisotro´picas
5.1 Introduc¸a˜o
A aplicac¸a˜o do me´todo dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que a
soluc¸a˜o fundamental para o problema em considerac¸a˜o seja conhecida. Essa soluc¸a˜o funda-
mental deve levar em conta todos os termos da equac¸a˜o governante de forma a obter uma
formulac¸a˜o onde apenas o contorno e´ discretizado. Quando isso na˜o for poss´ıvel, os termos
na˜o considerados na obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o fundamental produzira˜o integrais de domı´nio que
preferencialmente, devem ser transformadas em integrais de contorno. A primeira alternativa
e´ fazer a transformac¸a˜o exata da integral de domı´nio em integral de contorno. Po´rem, isto
so´ e´ poss´ıvel quando os termos na˜o considerados sa˜o func¸o˜es apenas da geometria (carrega-
mento distribu´ıdo, por exemplo). A segunda alternativa e´ transferir os efeitos da integral
de domı´nio para o contorno usando-se o me´todo de elementos de contorno de reciprocidade
dual ou da integrac¸a˜o radial. Estes procedimentos sa˜o mais gerais e podem ser empregados
para quaisquer termos. No caso deste trabalho, as integrais de domı´nio provenientes da carga
distribu´ıda sera˜o transformadas em integrais de contorno por transformac¸a˜o exata, enquanto
que os termos de ine´rcia sera˜o transformados usando o me´todo de integrac¸a˜o radial. A forc¸a
de corpo e´ representada pela equac¸a˜o abaixo:
b = g + hw¨
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onde g = carga distribu´ıda e hw¨ = termo de ine´rcia, sendo h = espessura,  = densidade
do material.
5.2 Transformac¸a˜o exata
Como poˆde ser observado nas equac¸o˜es (4.28) e (4.29), ha´ integrais de domı´nio na
formulac¸a˜o devido a carga distribu´ıda no domı´nio e aos termos de ine´rcia. Estas integrais
podem ser calculadas por integrac¸a˜o direta, atrave´s de ce´lulas, na a´rea Ωg (veja Figura
10). Contudo, a formulac¸a˜o dos elementos de contorno perde seu principal atrativo que e´
a discretizac¸a˜o somente do contorno. Neste trabalho, as integrais de domı´nio oriundas das
cargas distribu´ıdas sa˜o transformadas em integrais de contorno por uma transformac¸a˜o exata.
Considere a placa da Figura 10 sob um carregamento g aplicado em uma a´rea Ωg.
Assumindo que o carregamento g tem uma distribuic¸a˜o linear (Ax + By + C) na a´rea Ωg, a
integral de domı´nio pode ser escrita como:
∫
Ωg
gw∗dΩ =
∫
Ωg
(Ax + By + C)w∗ρdρdθ, (5.1)
ou
∫
Ωg
gw∗dΩ =
∫
θ
∫ r
0
(Ax + By + C)w∗ρdρdθ, (5.2)
onde, r e´ o valor de ρ em um ponto do contorno Γg.
Definindo F ∗ como a seguinte integral:
F ∗ =
∫ r
0
(Ax + By + C)w∗ρdρ, (5.3)
pode-se escrever:
∫
Ωg
gw∗dΩ =
∫
θ
F ∗dθ. (5.4)
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Considerando um aˆngulo infinitesimal dθ (Figura 21), a relac¸a˜o entre o comprimento
do arco rdθ e o comprimento infinitesimal do contorno dΓ, pode ser escrito como:
Figura 21: Transformac¸a˜o da integral de domı´nio em integral de contorno.
cosα =
r dθ
2
dΓ
2
, (5.5)
ou
dθ =
cosα
r
dΓ. (5.6)
Usando as propriedades do produto interno dos vetores unita´rios n e r, indicados na
(Figura 21), podemos escrever:
dθ =
n.r
r
dΓ. (5.7)
Finalmente, substituindo a equac¸a˜o (5.7) na equac¸a˜o (5.4), a integral de domı´nio da
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equac¸a˜o (4.28) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:
∫
Ωg
gw∗dΩ =
∫
Γg
F ∗
r
n.rdΓ. (5.8)
Sabendo que
x = ρ cos θ (5.9)
e
y = ρ sin θ, (5.10)
a integral F ∗ pode ser escrita como:
F ∗ =
∫ r
0
1
8π
(Aρ cos θ + Bρ sin θ + C) [C1R1 + C2R2 + C3 (S1 − S2)] ρdρ,
(5.11)
onde C1, C2 e C3 sa˜o dados pelas equac¸o˜es (4.35), (4.36) e (4.37), respectivamente. A equac¸a˜o
(5.11) pode ser reescrita como:
F ∗ =
1
8π
{
(A cos θ + B sin θ)
∫ r
0
ρ2 [C1R1 + C2R2 + C3 (S1 − S2)] dρ+
C
∫ r
0
ρ [C1R1 + C2R2 + C3 (S1 − S2)] dρ
}
. (5.12)
Seguindo um procedimento similar para obter a equac¸a˜o (5.12), o termo de domı´nio da
equac¸a˜o (4.29) pode ser escrito como:
∫
Ωg
g
∂w∗
∂n1
dΩ =
∫
θ
G∗dθ, (5.13)
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onde
G∗ =
∫ r
0
(Ax + By + C)
∂w∗
∂n1
ρdρ (5.14)
ou
G∗ =
1
8π
{
(A cos θ + B sin θ)
∫ r
0
ρ2
[
C1
∂R1
∂n1
+ C2
∂R2
∂n1
+
C3
(
∂S1
∂n1
− ∂S2
∂n1
)]
dρ + C
∫ r
0
ρ
[
C1
∂R1
∂n1
+ C2
∂R2
∂n1
+ C3
(
∂S1
∂n1
− ∂S2
∂n1
)]
dρ
}
.
(5.15)
Como pode ser visto, as equac¸o˜es (5.12) e (5.15) na˜o sa˜o dependentes de θ. Por inte-
grac¸a˜o anal´ıtica, podemos obter:
∫ r
0
Riρdρ =
r4
16
{
−16ei arctan ei sin θ
cos θ + di sin θ
sin θ (cos θ + di sin θ)−
⎡
⎣−7 + 2 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦×
[
−1− d2i + e2i +
(
−1 + d2i − e2i
)
cos 2θ − 2di sin 2θ
]⎫⎬
⎭ , (5.16)
∫ r
0
Siρdρ =
r4
16
⎧⎨
⎩2ei
⎡
⎣−7 + 2 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦×
sin θ (cos θ + di sin θ) + 2 arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
×
[
1 + d2i − e2i +
(
1− d2i + e2i
)
cos 2θ + 2di sin 2θ
]⎫⎬
⎭ , (5.17)
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∫ r
0
Riρ
2dρ =
r5
50
{
−40ei arctan ei sin θ
cos θ + di sin θ
sin θ (cos θ + di sin θ)−
⎡
⎣−17 + 5 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦×
[
−1− d2i + e2i +
(
−1 + d2i − e2i
)
cos 2θ − 2di sin 2θ
]⎫⎬
⎭ , (5.18)
∫ r
0
Siρ
2dρ =
r5
50
⎧⎨
⎩2ei
⎡
⎣−17 + 5 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦ ×
sin θ (cos θ + di sin θ) + 5 arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
×
[
1 + d2i − e2i +
(
1− d2i + e2i
)
cos 2θ + 2di sin 2θ
]⎫⎬
⎭ , (5.19)
∫ r
0
∂Ri
∂x
ρdρ =
2r3
9
{
−6ei arctan ei sin θ
cos θ + di sin θ
sin θ+
⎡
⎣−8 + 3 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦ (cos θ + di sin θ)
⎫⎬
⎭ , (5.20)
∫ r
0
∂Ri
∂y
ρdρ =
2r3
9
{
−6ei arctan ei sin θ
cos θ + di sin θ
(cos θ + 2di sin θ)+
⎡
⎣−8 + 3 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦ [di cos θ + (d2i − e2i ) sin θ]
⎫⎬
⎭ ,
(5.21)
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∫ r
0
∂Si
∂x
ρdρ =
r3
9
⎧⎨
⎩ei
⎡
⎣−8 + 3 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦ sin θ+
6arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
(cos θ + di sin θ)
}
, (5.22)
∫ r
0
∂Si
∂y
ρdρ =
r3
9
⎧⎨
⎩ei
⎡
⎣−8 + 3 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦×
(cos θ + 2di sin θ)− 6 arctan ei sin θ
cos θ + di sin θ
[
di cos θ +
(
d2i − e2i
)
sin θ
]}
,
(5.23)
∫ r
0
∂Ri
∂x
ρ2dρ =
r4
4
{
−4ei arctan ei sin θ
cos θ + di sin θ
sin θ+
⎡
⎣−5 + 2 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦ (cos θ + di sin θ)
⎫⎬
⎭ , (5.24)
∫ r
0
∂Ri
∂y
ρ2dρ =
r4
4
{
−4ei arctan ei sin θ
cos θ + di sin θ
(cos θ + 2di sin θ)+
⎡
⎣−5 + 2 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦ [di cos θ + (d2i − e2i ) sin θ]
⎫⎬
⎭ ,
(5.25)
∫ r
0
∂Si
∂x
ρ2dρ =
r4
8
⎧⎨
⎩ei
⎡
⎣−5 + 2 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦ sin θ +
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4 arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
(cos θ + di sin θ)
}
, (5.26)
∫ r
0
∂Si
∂y
ρ2dρ =
r4
8
⎧⎨
⎩ei
⎡
⎣−5 + 2 log r2
(
e2i sin
2 θ + (cos θ + di sin θ)
2
)
a2
⎤
⎦
(cos θ + 2di sin θ) + 4 arctan
ei sin θ
cos θ + di sin θ
[
di cos θ +
(
d2i − e2i
)
sin θ
]}
.
(5.27)
Embora neste trabalho as cargas de domı´nio sa˜o consideradas como linearmente dis-
tribu´ıdas, o procedimento apresentado nesta sec¸a˜o pode ser estendido para outras cargas de
ordem superior.
O u´ltimo termo da equac¸a˜o (4.122) pode ser transformado de uma integral de domı´nio
para uma integral de contorno, seguindo um processo similar ao procedimento mostrado na
sec¸a˜o 5. Enta˜o:
∫
Ωg
g
∂2w∗
∂x2
dΩ =
∫
θ
H∗dθ, (5.28)
onde
H∗ =
∫ r
0
(Ax + By + C)
∂2w∗
∂x2
ρdρ (5.29)
ou
H∗ =
1
8π
{
(A cos θ + B sin θ)
∫ r
0
ρ2
[
C1
∂2R1
∂x2
+ C2
∂2R2
∂x2
+ C3
(
∂2S1
∂x2
− ∂
2S2
∂x2
)]
dρ+
+C
∫ r
0
ρ
[
C1
∂2R1
∂x2
+ C2
∂2R2
∂x2
+ C3
(
∂2S1
∂x2
− ∂
2S2
∂x2
)]
dρ
}
(5.30)
As integrais das segundas derivadas de Ri e Si que aparecem na equac¸a˜o (5.30), tanto
as multiplicadas por ρ quanto por ρ2, podem ser resolvidas analiticamente e sa˜o dadas por:
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∫ r
0
∂2Ri
∂x2
ρdρ = r2
{
log
[
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
]
− 1
}
(5.31)
∫ r
0
∂2Ri
∂x2
ρ2dρ =
2
9
r3
{
3 log
[
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
]
− 2
}
(5.32)
∫ r
0
∂2Si
∂x2
ρdρ = r2 arctan
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]
(5.33)
∫ r
0
∂2Si
∂x2
ρ2dρ =
2
3
r3 arctan
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]
(5.34)
∫ r
0
∂2Ri
∂y2
ρdρ = r2
{(
di
2 − ei2
) [
log
(
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
)
− 1
]
−
−4diei tan−1
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]}
(5.35)
∫ r
0
∂2Ri
∂y2
ρ2dρ =
2
9
r3
{(
di
2 − ei2
) [
3 log
(
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
)
− 2
]
−
−12diei tan−1
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]}
(5.36)
∫ r
0
∂2Si
∂y2
ρdρ = r2
{(
di
2 − ei2
)
arctan
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]
+
+diei
[
log
(
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
)
− 1
]}
(5.37)
∫ r
0
∂2Si
∂y2
ρ2dρ =
2
9
r3
{
3
(
di
2 − ei2
)
arctan
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]
+
+diei
[
3 log
(
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
)
− 2
]}
(5.38)
∫ r
0
∂2Ri
∂x∂y
ρdρ = r2
{
di
[
log
(
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
)
− 1
]
−
−2ei tan−1
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]}
(5.39)
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∫ r
0
∂2Ri
∂x∂y
ρ2dρ =
2
9
r3
{
6ei tan
−1
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]
+
+di
[
2− 3 log
(
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
)]}
(5.40)
∫ r
0
∂2Si
∂x∂y
ρdρ =
1
2
r2
{
2di arctan
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]
+
+ei
[
log
(
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
)
− 1
]}
(5.41)
∫ r
0
∂2Si
∂x∂y
ρ2dρ =
1
9
r3
{
6di arctan
[
ei sin θ
cos θ + di sin θ
]
+
+ei
[
3 log
(
r2 (ei
2 sin θ2 + (cos θ + di sin θ)
2)
a2
)
− 2
]}
(5.42)
As tenso˜es sa˜o enta˜o calculadas usando o procedimento apresentado na sec¸a˜o 2.4, pela
equac¸a˜o (2.7).
5.3 Me´todo da integrac¸a˜o radial - RIM
O RIM aproxima a forc¸a de corpo b como uma soma de M produtos de func¸o˜es de
aproximac¸a˜o fm e coeficientes a determinar γm, ou seja:
b(P ) =
M∑
m=1
γmfm (5.43)
para as func¸o˜es de aproximac¸a˜o baseadas puramente em func¸o˜es de base radiais, ou:
b(P ) =
M∑
m=1
γmfm + ax + by + c (5.44)
e
M∑
m=1
γmxm =
M∑
m=1
γmym =
M∑
m=1
γm = 0 (5.45)
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para as func¸o˜es de aproximac¸a˜o expandidas por polinoˆmios. A integral de domı´nio da equac¸a˜o
(4.28) pode ser escrita como:
P1(Q) =
M∑
m=1
γm
∫
Ωg
fmw∗(Q,P )ρdρdθ (5.46)
ou
P1(Q) =
M∑
m=1
γm
∫
θ
∫ r
0
fmw∗(Q,P )ρdρdθ, (5.47)
onde r e´ o valor de ρ em um ponto no contorno Γg (ver Figura 21):
Definindo Fm(Q) como:
Fm(Q) =
∫ r
0
fmw∗(Q,P )ρdρ, (5.48)
pode-se escrever:
P1(Q) =
M∑
m=1
γm
∫
θ
Fm(Q)dθ. (5.49)
Substituindo a equac¸a˜o (5.7) na equac¸a˜o (5.49), a equac¸a˜o integral de domı´nio da
equac¸a˜o (4.28) pode ser escrita na seguinte integral de contorno dada por:
P1(Q) =
M∑
m=1
γm
∫
Γg
Fm(Q)
r
n.rdΓ. (5.50)
Seguindo procedimentos similares aos usados para obter a equac¸a˜o (5.50), o termo de
domı´nio da equac¸a˜o pode ser escrito assim:
P2(Q) =
∫
Ωg
b
∂w∗(Q,P )
∂n1
dΩ =
M∑
m=1
γm
∫
Γg
Gm(Q)
r
n.rdΓ, (5.51)
onde
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Gm(Q) =
∫ r
0
fm
∂w∗
∂n1
ρdρ. (5.52)
Assim, a integral de domı´nio da equac¸a˜o (4.96) pode ser escrita como:
⎧⎨
⎩ P
(d)
1
P
(d)
2
⎫⎬
⎭ =
M∑
m=1
γm
Ne∑
i=1
⎧⎨
⎩ p
(d,m)
1
p
(d,m)
2
⎫⎬
⎭ , (5.53)
onde
p
(d,m)
1 =
∫
Γi
F (d,m)
r
n.rdΓ, p
(d,m)
2 =
∫
Γi
G(d,m)
r
n.rdΓ. (5.54)
ou, na forma matricial, como:
P (Q) =
[ ∫
Γ
F1(Q)
r
n.rdΓ
∫
Γ
F2(Q)
r
n.rdΓ ...
∫
Γ
FM (Q)
r
n.rdΓ
]
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
γ1
γ2
...
γM
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.
(5.55)
Para calcular γm, e´ necessa´rio considerar a forc¸a de corpo em M pontos do domı´nio e
do contorno. No caso deste trabalho, estes pontos sa˜o os no´s do contorno e alguns pontos
internos. Assim, a equac¸a˜o (5.43) pode ser escrita como:
b = Fγ (5.56)
e γ pode ser calculado como:
γ = F−1b, (5.57)
Substituindo (5.57) na equac¸a˜o (5.55), tem-se:
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P (Q) =
[ ∫
Γ
F1(Q)
r
n.rdΓ
∫
Γ
F2(Q)
r
n.rdΓ ...
∫
Γ
FM (Q)
r
n.rdΓ
]
F−1b.
(5.58)
Escrevendo a equac¸a˜o (5.58) para todos os pontos do domı´nio, isto e´, todos os no´s do
contorno e pontos internos, tem-se:
P = RF−1b = Sb, (5.59)
onde S = RF−1, P e´ um vetor que conte´m os valores de P (Q) em todos os pontos fontes Q
e R e´ uma matriz que conte´m todos os valores das integrais (5.58) quando esta equac¸a˜o e´
escrita para todos os pontos fontes Q.
As func¸o˜es de aproximac¸a˜o fm sera˜o func¸o˜es de base radial escritas em termos de R,
onde R e´ a distaˆncia entre o centro S da func¸a˜o de base radial e o ponto de integrac¸a˜o P .
Da Figura 22, pode-se escrever:
Figura 22: Posic¸a˜o dos pontos no domı´nio.
R =
√
ρ2 + l2 − 2ρl cos β, (5.60)
75
onde l e´ a distaˆncia entre os pontos S e Q e β e´ o aˆngulo entre ρ e l conforme observado na
(Figura 22).
O custo computacional do RIM e´ maior que do DRM uma vez que as integrais dadas
pelas equac¸o˜es (5.48) e (5.52) na˜o podem ser calculadas analiticamente para a maioria das
func¸o˜es de aproximac¸a˜o. Por exemplo, se fm = R, a equac¸a˜o (5.48) e´ escrita como:
Fm(Q) =
∫ r
0
c1
√
ρ2 + l2 − 2ρl cos β log(c2ρ)ρ3dρ, (5.61)
onde c1 e c2 sa˜o coeficientes que na˜o dependem de ρ. A integral da equac¸a˜o (5.61) na˜o
pode ser calculada analiticamente. O ca´lculo nume´rico desta integral torna mais alto o custo
computacional do RIM, uma vez que no DRM na˜o se faz nenhuma integrac¸a˜o nume´rica na
transformac¸a˜o da integral de domı´nio em integrais de contorno. A vantagem mais interes-
sante do RIM sobre o DRM para formulac¸o˜es que envolvam materiais anisotro´picos e´ que as
func¸o˜es de aproximac¸a˜o fm podem ser escolhidas livremente, pois o RIM na˜o usa as soluc¸o˜es
particulares wˆm obtidas da equac¸a˜o diferencial (3.25).
Estas soluc¸o˜es particulares sa˜o necessa´rias no DRM, o que restringe a escolha das
func¸o˜es de aproximac¸a˜o devido a complexidade da equac¸a˜o (3.25).
Neste trabalho foi usada como func¸a˜o de aproximac¸a˜o de base radial denominada spline
de placas finas que e´ dada por:
fm3 = R
2 log (R). (5.62)
Alguns trabalhos da literatura (GOLBERG; CHEN; BOWMAN, 1999) mostraram que esta
func¸a˜o possui uma alta taxa de convergeˆncia quando usadas na forma aumentada por polinoˆ-
mios, ou seja, quando a aproximac¸a˜o da forc¸a de corpo e´ dada pelas equac¸o˜es (5.44) e (5.45).
Neste caso ela e´ chamada de func¸a˜o spline de placas finas aumentada, ou ATPS (augmented
thin plate spline).
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5.4 Problemas transientes
O me´todo dos elementos de contorno de integrac¸a˜o radial sera´ aplicados ao ca´lculo
dos campos de deslocamentos para problemas transientes no domı´nio do tempo. A integrac¸a˜o
no tempo sera´ realizada utilizando o me´todo proposto por Houbolt (1950) por ja´ ter sido
mostrado por Loeffler e Mansur (1987) que o me´todo de Houbolt e´ o mais apropriado para
se usar na integrac¸a˜o direta no tempo junto com o me´todo dos elementos de contorno de
integrac¸a˜o radial. Uma importante caracter´ıstica do me´todo de Houbolt e´ que ele tem um alto
amortecimento nume´rico. Este amortecimento torna os resultados obtidos pelo me´todo dos
elementos de contorno de integrac¸a˜o radial mais suaves que os obtidos por outras formulac¸o˜es
do me´todo dos elementos de contorno aplicadas a` elasto-dinaˆmica (FEDELINSK; ALIABADI;
ROOKE, 1996) e (CHIRINO et al., 1994). Pore´m, o amortecimento nume´rico pode ser reduzido
usando-se passos de tempo menores. Algumas vezes, para se conseguir reduzir o passo de
tempo e obter uma maior precisa˜o dos resultados e´ necessa´rio refinar a malha ou aumentar
o nu´mero de no´s internos.
Considere que as u´nicas forc¸as de corpo presente num corpo de domı´nio Ω e contorno
Γ sa˜o devido ao campo de acelerac¸a˜o w¨, ou seja:
b = hw¨. (5.63)
O esquema de Houbolt esta´ enquadrado entre os me´todos de mu´ltiplos passos, pois o
mesmo na˜o se utiliza apenas dos valores do passo anterior para determinar os valores atuais
e sim de treˆs outros passos passados. Para se proceder a integrac¸a˜o no tempo durante um
per´ıodo T , este per´ıodo e´ dividido em N intervalos iguais Δτ (T = NΔτ). A acelerac¸a˜o em
τ + Δτ e´ aproximada pela expressa˜o de diferenc¸as finitas:
w¨τ+Δτ =
1
Δτ 2
(2wτ+Δτ − 5wτ + 4wτ−Δτ −wτ−2Δτ ) . (5.64)
onde:
τ + Δτ → passo de tempo atual;
τ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo atual τ +Δτ ;
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τ −Δτ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo τ ;
τ−2Δτ → passo de tempo imediatamente anterior ao passo τ −Δτ ;
Δτ → intervalo de tempo entre passos consecutivos de tempo.
Desde que wτ , wτ−Δτ e wτ−2Δτ sejam conhecidos, pode-se calcular wτ+Δτ atrave´s de
um sistema, da forma:
Axτ+Δτ = yτ+Δτ (5.65)
onde xτ+Δτ e´ o vetor de varia´veis desconhecidas e yτ+Δτ e´ o vetor de varia´veis conhecidas,
sendo que seus elementos sa˜o calculados a partir dos valores de w dos passos de tempo
anteriores e das condic¸o˜es de contorno no tempo τ +Δτ .
Uma vez que o sistema (5.65) e´ resolvido, o vetor wτ+Δτ e´ conhecido e a soluc¸a˜o pode
enta˜o ser encontrada para o pro´ximo passo de tempo.
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6 Resultados nume´ricos
6.1 Introduc¸a˜o
Sa˜o apresentados a seguir alguns resultados obtidos com as rotinas implementadas.
Esses resultados sa˜o comparados com resultados obtidos pelo me´todo dos elementos finitos
e me´todo sem malhas Petrov-Galerkin (meshless Petrov Galerkin method, MLPG) proposto
por Sladek et al. (2007).
6.2 Aplicac¸a˜o do RIM na ana´lise transiente de placas
ortotro´picas
Nesta sec¸a˜o, resultados nume´ricos para momentos sa˜o apresentados para placas sob
cargas dependentes do tempo. Os valores obtidos em um ponto da placa sa˜o comparados
com resultados dispon´ıveis na literatura.
6.2.1 Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados sob
carga uniformemente distribu´ıda
Considere uma placa apoiada (Figura 23) carregada no instante τo = 0 s por uma carga
q = 2, 07× 106 N/m2 tipo degrau (Figura 24). A placa e´ ortotro´pica e apresenta as seguintes
propriedades e dimenso˜es: E2 = 6895 MPa, E1 = 2E2, G12 = 2651, 9 MPa, ν12 = 0, 3,
ρ = 7166 kg/m3, a = 254 mm e espessura h = 12, 7 mm. Este problema e´ equivalente ao
problema proposto por Sladek et al. (2007) que foi analisado usando o MPLG. O momento
fletor esta´tico do no´ central da placa e´ dado por mstatx = 9, 54 × 103 N.m/m e o fator de
normalizac¸a˜o do tempo por to = a
2(
√
ρh/D22)/4.
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Figura 23: Placa quadrada ortotro´pica apoiada.
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Figura 24: Carregamento tipo func¸a˜o degrau.
6.2.1.1 Sensibilidade ao nu´mero de pontos internos
A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos
de mesmo comprimento, passos de tempo Δτ = 3, 9447 × 10−5 s. O problema foi analisado
utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos distribu´ıdos uniformemente. A Figura 25 mostra o
momento fletor do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo.
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Figura 25: Malha com pontos internos na placa.
Pode-se observar que o uso de pontos internos sa˜o necessa´rios para se obter uma maior
precisa˜o dos resultados. Neste caso, o resultado obtido com 25 pontos internos foi mais
pro´ximo da soluc¸a˜o de elementos finitos e do MLPG que os resultados com 1 e 9 pontos inter-
nos. Entretanto, os resultados com 9 e 25 pontos internos encontram-se bastante pro´ximos, o
que indica uma convergeˆncia dos resultados. Os resultados com um ponto interno se mostrou
excessivamente suave e longe dos demais resultados. Ou seja, o nu´mero de pontos internos
foi insuficiente para a modelagem adequada deste problema.
6.2.1.2 Sensibilidade ao nu´mero de elementos
A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo Δτ = 3, 9447×
10−5 s. O problema foi analisado utilizando-se 8, 12 e 16 elementos de contorno quadra´ticos
descont´ınuos de mesmo comprimento. A Figura 26 mostra o momento fletor do no´ central
da placa em func¸a˜o do tempo.
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Figura 26: Momento fletor do no´ central de placa em func¸a˜o do tempo sujeita a variac¸a˜o do
nu´mero de elementos.
Conforme observado, as curvas apresentaram-se justapostas, o que indica que apenas 2
elementos por lados ja´ sa˜o suficientes para a modelagem adequada deste problema.
6.2.1.3 Sensibilidade ao passo de tempo
A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e 12 elementos de contorno quadra´ticos
descont´ınuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado utilizando-se passos de tempo
iguais a Δτ = 1, 3149× 10−4 s, Δτ = 3, 9447× 10−5 s e Δτ = 1, 9723× 10−5 s. A Figura 27
mostra o momento fletor do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo.
83
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.5
0
0.5
1
1.5
2
2.5
m
x
/
m
e
s
t
.
x
t/to
Δτ = 1,3149×10−4s
Δτ = 3,9447×10−5s
Δτ = 1,9723×10−5s
Figura 27: Momento fletor do no´ central de placa sujeito a variac¸a˜o de passo de tempo.
Neste caso, pode-se observar que houve pouca variac¸a˜o dos resultados quando se usou o
passo de tempo Δτ = 1, 9723×10−5 s, entretanto, para o passo de tempo Δτ = 1, 3149×10−4
s o resultado mostrou-se muito suave. Isto indica que passos de tempo excessivamente grandes
tendem a suavisar o resultado, existindo um tamanho o´timo a partir do qual passos de tempo
menores variam pouco os resultados.
6.2.1.4 Comportamento do momento em um intervalo de tempo maior
A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo Δτ = 3, 9447×
10−5 s. O problema foi analisado utilizando 12 elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos
de mesmo comprimento. A Figura 28 mostra o momento fletor do no´ central da placa em
func¸a˜o do tempo.
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Figura 28: Momento fletor do no´ central da placa.
Observa-se que a curva apresentou um leve amortecimento dos picos, o que pode ser
atribu´ıdo ao amortecimento nume´rico do me´todo de Houbolt. Entretanto, e´ necessa´rio uma
ana´lise mais detalhada e um nu´mero maior de problemas para entender melhor as carac-
ter´ısticas do me´todo de Houbolt. Para os objetivos deste trabalho, o resultado foi bastante
satisfato´rio.
Seguindo o mesmo procedimento feito para o momento, realizou-se o ca´lculo do deslo-
camento do no´ central da placa para o mesmo intervalo de tempo. A Figura 29 mostra o
deslocamento do no´ central da placa em func¸a˜o da variac¸a˜o de tempo.
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Figura 29: Deslocamento vertical do no´ central da placa.
De acordo com a Figura 29, observou-se que o deslocamento apresentou um bom com-
portamento ao longo do intervalo de tempo, variando muito pouco a forma e a amplitude
dos ciclos.
6.2.2 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uni-
formemente distribu´ıda
Considere uma placa engastada (Figura 30) carregada no instante τo = 0 s por uma
carga tipo degrau q = 2, 07 × 106 N/m2 (Figura 24). A placa considerada apresenta as
mesmas propriedades e dimenso˜es da Sec¸a˜o 6.2.1. A u´nica diferenc¸a e´ a condic¸a˜o de contorno.
O momento fletor esta´tico do no´ central da placa e´ dado por mstatx = 4, 06× 103 N.m/m e o
fator de normalizac¸a˜o do tempo por to = a
2(
√
ρh/D22)/4.
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Figura 30: Placa quadrada ortotro´pica engastada.
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6.2.2.1 Sensibilidade ao nu´mero de pontos internos
A placa foi discretizada usando 12 elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos de
mesmo comprimento e passo de tempo Δτ = 2, 1915 × 10−5 s. O problema foi analisado
utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos distribu´ıdos uniformemente. A Figura 31 mostra o
momento fletor do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo. Ale´m disso, sa˜o mostrados nesta
figura os resultados usando o MLPG e elementos finitos apresentado por Sladek et al. (2007).
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Figura 31: Momento fletor do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo, variando-se o nu´mero
de pontos internos.
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Pode-se observar que pontos internos sa˜o necessa´rios para se obter uma maior precisa˜o
dos resultados, conforme mostrado na Figura 31. Com apenas 1 ponto interno existe uma
diferenc¸a expressiva em relac¸a˜o aos demais resultados. O resultado com 25 pontos internos
mostrou-se mais pro´ximo das soluc¸o˜es obtidas por Sladek et al. (2007). O resultado com 9
pontos internos teve uma concordaˆncia boa com os resultados da literatura.
6.2.2.2 Sensibilidade ao nu´mero de elementos
A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo Δτ = 2, 1915×
10−5 s. O problema foi analizado utilizando-se 8, 12 e 16 elementos de contorno quadra´ticos
descont´ınuos de mesmo comprimento. A Figura 32 mostra o momento fletor do no´ central
da placa em func¸a˜o do tempo.
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Figura 32: Momento fletor do no´ central da placa em func¸a˜o do tempo, variando-se o nu´mero
de elementos.
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Pode-se observar na Figura 32 que a discretizac¸a˜o do contorno da placa pouco afetou
nos resultados, da mesma forma que no caso da placa apoiada analisada anteriormente.
6.2.2.3 Sensibilidade ao passo de tempo
A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e 12 elementos de contorno quadra´-
ticos descont´ınuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado utilizando-se passos de
tempo iguais a Δτ = 7, 3049 × 10−5 s, Δτ = 2, 1915 × 10−5 s e Δτ = 1, 0957 × 10−5 s. A
Figura 33 mostra o momento fletor do no´ A da placa em func¸a˜o do tempo.
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Figura 33: Momento fletor do no´ central de placa sujeito a variac¸a˜o de passo de tempo.
Conforme observado na Figura 33, houve pouca variac¸a˜o dos resultados quando se usou
o passo de tempo Δτ = 7, 3049× 10−5 s e Δτ = 2, 1915× 10−5 s . Entretanto, para o passo
de tempo Δτ = 1, 0957× 10−5 s, o resultado mostrou-se bastante suave, conforme notado no
exemplo anterior.
6.2.3 Placa engastada-livre sob carga uniformemente distribu´ıda
Considere uma placa engastada-livre (Figura 34) carregada no instante τo = 0 s por
uma carga tipo degrau q = 2, 07× 106 N/m2 (Figura 24). A placa considerada apresenta as
mesmas propriedades e dimenso˜es da Sec¸a˜o 6.2.1.
A placa foi discretizada usando-se 20 elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos
de mesmo comprimento, passo de tempo Δτ = 1, 1667 × 10−4 s e 25 pontos internos uni-
formemente distribu´ıdos. A Figura 35 mostra o deslocamento vertical do no´ central da placa
em func¸a˜o do tempo.
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Figura 34: Placa quadrada ortotro´pica engastada em um lado e livre em treˆs lados.
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Figura 35: Deslocamento vertical do no´ central da placa com o tempo.
Pode-se observar na Figura 35 que os resultados mostraram-se pro´ximo da soluc¸a˜o de
elementos finitos.
A Figura 36 mostra o momento fletor do no´ central da placa da placa em func¸a˜o
do tempo. Pode-se observar o que resultado se manteve esta´vel durante todo o intervalo
analisado.
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6.2.3.1 Distribuic¸a˜o de tenso˜es ao longo da espessura da placa simplesmente
apoiada
Considere uma placa de material compo´sito laminado sime´trico de dez camadas com
sequeˆncia de empilhamento [45
◦
/− 45◦/45◦/− 45◦/45◦ ]S. Todas as laˆminas tem espessuras
iguais. A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos, passo de tempo igual Δτ =
8, 2667×10−4 s e 12 elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos de mesmo comprimento.
A espessura total da placa e´ h = 0.001 m e as propriedades do material sa˜o: EL = 207 GPa,
ET = 5, 2 GPa, GLT = 3, 1 GPa e νLT = 0, 25. A Figura 37 mostra a distribuic¸a˜o de tensa˜o
σx ao longo da espessura da placa no no´ central.
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Figura 37: Distribuic¸a˜o de tensa˜o σx ao longo da espessura com α = 45
◦
no no´ central da
placa.
Conforme esperado, as tenso˜es apresentam descontinuidades entre uma laˆmina e outra,
devido a descontinuidade do material. Ale´m disso, o resultado mostrou-se duas vezes maior
que o resultado do problema esta´tico, conforme apresentado por Gouveˆa, Albuquerque e
Palermo-Jr. (2008).
Para se proceder uma ana´lise de falha na placa analisada, foram consideradas os
seguintes valores para as propriedades de falha: Xt = 1260 MPa, Yt = 61 MPa, S = 167
MPa, Xc = 500 MPa, Yc = 102 MPa. O ı´ndice de falha F foi calculado segundo o crite´rio de
Tsai-Wu, dado pela equac¸a˜o (2.27). A tabela 1 apresenta os valores das tenso˜es e do crite´rio
de falha F para as camadas mais externas do laminado (camadas 1 e 9), onde se localizam
as tenso˜es de maior mo´dulo.
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Tabela 1: Tenso˜es principais no laminado
Laˆmina σx σy τxy σL σT τLT F
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
1 -383,3 -382,7 -356,3 -739,3 -26,7 0,28 1,38
9 383,3 382,7 356,3 739,3 26,7 -0,28 -0,05
Como esperado, as tenso˜es sa˜o sime´tricas com sinais invertidos pore´m o ı´ndice de falha
na˜o e´ sime´trico, uma vez que as propriedades de falha em trac¸a˜o sa˜o diferentes das pro-
priedades em compressa˜o. Corforme pode ser notado na tabela 1, pelo crite´rio de falha de
Tsai-Wu, e´ prevista a falha da camada 1, uma vez que o ı´ndice de falha e´ maior que 1.
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7 Considerac¸o˜es finais
7.1 Concluso˜es
Este trabalho apresentou uma formulac¸a˜o do me´todo dos elementos de contorno para
o ca´lculo de momentos, tenso˜es e crite´rios de falhas em pontos internos em placas finas de
materiais compo´sitos. A formulac¸a˜o do me´todo dos elementos de contorno para a ana´lise de
problemas de elastodinaˆmica em materiais anisotro´picos foi obtida usando soluc¸o˜es funda-
mentais da elastosta´tica e considerando os termos de ine´rcia como forc¸as de corpo. Foram
usados elementos de contorno quadra´ticos descont´ınuos. As integrais de domı´nio provenientes
dos termos de ine´rcia foram transformadas em integrais de contorno usando o me´todo da in-
tegrac¸a˜o radial.
No me´todo da integrac¸a˜o radial foi utilizada como func¸a˜o de aproximac¸a˜o a func¸a˜o
de base radial spline de placas finas aumentadas por polinoˆmios que, conforme relatado na
literatura, apresenta um bom desempenho em va´rias formulac¸o˜es.
A formulac¸a˜o desenvolvida foi aplicada a va´rios problemas nume´ricos e mostrou boa
concordaˆncia com resultados dispon´ıveis na literatura. Foram feitas ana´lises de sensibilidade
ao nu´mero de pontos internos, nu´mero de elementos e o tamanho de passo de tempo.
O me´todo se mostrou sens´ıvel ao nu´mero de pontos internos, exigindo, em todos os
problemas um nu´mero mı´nimo de pontos internos a partir do qual a resposta apresenta boa
concordaˆncia com os resultados da literatura. Quando sa˜o usados poucos pontos internos, os
resultados tendem a ser mais suaves.
Houve pouca sensibilidade quanto ao nu´mero de elementos de contorno da malha,
obtendo-se boa concordaˆncia com a literatura mesmo para malhas bastante grosseiras.
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O me´todo mostrou-se sens´ıvel ao tamanho do passo de tempo. Passos de tempo grandes
tendem a suavisar os resultados, embora ainda permanecendo com uma boa concordaˆncia
com os resultados da literatura.
No geral, a formulac¸a˜o desenvolvida apresentou um bom desempenho na modelagem
de problemas dinaˆmicos de placas anisotro´picas finas, constituindo-se, como uma alternativa
para a ana´lise de estruturas de materiais compo´sitos laminados sujeitas a cargas transientes.
7.2 Sugesto˜es para trabalhos futuros
• Extensa˜o da formulac¸a˜o desenvolvida para o ca´lculo de momentos, tenso˜es e crite´rios
de falha em pontos do contorno;
• Extensa˜o da formulac¸a˜o para ana´lise de danos causados por impacto de baixa velocidade
em placas de materiais compo´sitos laminados;
• Desenvolvimento de formulac¸o˜es similares que considere o efeito da deformac¸a˜o de
cisalhamento transversal (placas espessas);
• Extensa˜o da formulac¸a˜o desenvolvida para problemas de placas finas sob grandes de-
flexo˜es.
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